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Optimisation d’une fonction linéaire sur
l’ensemble des solutions efficaces d’un

problème multicritère quadratique convexe.

K. Belkeziz
A. Metrane

Résumé
Dans ce papier, nous caractérisons l’ensemble des points efficients

d’un problème de programmation multicritère quadratique convexe.
Nous ramenons ainsi le problème de la minimisation d’une fonction
linéaire sur l’ensemble des points efficients à la résolution d’un prob-
lème de programmation fractionnaire.

1 Introduction.
Les problèmes de programmation mathématique à objectifs multiples con-
sistent à optimiser simultanément plusieurs critères non comparables sur un
ensemble de solutions réalisables non vide. Le concept de points efficients
joue un rôle important dans l’analyse et la résolution de ces problèmes.

Au cours de la dernière décennie, plusieurs chercheurs, citons en parti-
culier, Benson [2, 4], Ecker, Hegner et Kouada [9], Gal [6], Isermann [8] et
Tamara et Miura [12], motivés par de nombreuses applications [3, 5, 11], se
sont intéressés à l’optimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble efficient
d’un problème multiobjectif linéaire :

max Cx, sujet à x ∈ X, (MOLP )

où C est une p× n matrice, X = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0} , A est une m× n
matrice et b ∈ Rm.

Après la caractérisation des points efficients, ils se sont intéressés à la
résolution du problème de minimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble
des points efficients Eff du problème (MOLP ) :{

min c>x
x ∈ Eff .

(NC)
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Notons que l’ensemble des solutions réalisables Eff est en général non con-
vexe. Le problème (NC) rentre alors dans le cadre de l’optimisation globale
(ou programmation non convexe).

Dans ce papier, nous nous intéressons au problème (NC) , où Eff est
l’ensemble des points efficients du problème multicritère quadratique convexe
suivant :

min [f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ....., fp (x)] : x ∈ E ⊂ Rn] (MOQP )

avec E = {x ∈ Rn / Ax = b} et A est une matrice m × n avec m ≤ n,
rang (A) = m , b ∈ Rm les fonctions fi sont de la forme

fi (x) =
1

2
x>Gix + g>i x,

où Gi est une matrice n × n symétrique définie positive et gi ∈ Rn pour
i ∈ {1, ..., p}.

Dans un premier temps, nous caractérisons l’ensemble des points efficients
en terme de solutions d’un programme pondéré et nous montrons que le prob-
lème obtenu est équivalent à la résolution d’un système linéaire Aλx = bλ où

λ ∈ Λ =

{
λ ∈ Rp / λi ≥ 0 et

p

Σ
i=1

λi = 1

}
. Les composantes de la solution de

ce système s’expriment de façon explicite sous la forme fractionnaire P (λ)
Q(λ)

où
P et Q sont deux polynômes.
Le problème de la minimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble des
points efficients Eff se ramène alors à la résolution d’un problème de pro-
grammation fractionnaire dans Λ.

Dans la deuxième section, nous rappelons des définitions et des résultats
que nous utilisons par la suite. La troisième section est consacrée à la carac-
térisation des points efficients. Dans la quatrième section, nous donnons des
conditions nécessaires d’optimalité du problème de la minimisation d’une
fonction linéaire sur l’ensemble des points efficients d’une part, et d’autre
part, nous montrons que ce problème se transforme en un problème de pro-
grammation fractionnaire.

2 Rappels et Préliminaires.
Soient E un sous-ensemble non vide de Rn, p ≥ 2 et {fi, i = 1, ..., p} une

famille de fonctions réelles sur E. Le problème multi-objectif s’écrit sous la
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forme suivante :

min [f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ....., fp (x)] : x ∈ E] . (MOP )

Nous rappelons quelques définitions et résultats utiles par la suite.

Définition 2.1: Le point x est dit un point efficient (solution efficace ou
point extrémal de l’ensemble f (E)) du problème (MOP ) s’il n’existe pas de
x ∈ E tel que f (x) ≤ f (x) et f (x) 6= f (x) .
Par Eff nous désignons l’ensemble des points efficients du problème (MOP ) .

Nous rappelons une caractérisation des points efficients du problème (MOP )
établie par Geoffrion [7].

Théorème 2.2: [7] Soit E un sous ensemble convexe non vide de Rn. Si
les fonctions fj sont strictement convexes pour tout j ∈ {1, 2, ..., p}, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) x̄ est un point efficient du problème (MOP ) .
ii) Il existe λ ∈ Λ tel que x soit une solution du problème (Pλ) suivant :

min

[
fλ (x) =

p∑
i=1

λifi (x) : x ∈ E

]
(Pλ)

où λi ≥ 0 et
p∑

i=1

λi = 1.

Comme les fonctions fj sont strictement convexes, alors les notions de so-
lution efficace, solution faiblement efficace et solution proprement efficace
définies dans [10] coincident.

Considérons le problème multicritère quadratique convexe suivant :

min [f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ....., fp (x)] : x ∈ E ⊂ Rn] (MOQP )

où

• fi (x) = 1
2
x>Gix + g>i x pour i ∈ {1, 2, ..., p} .

• Gi est une matrice n× n symétrique définie positive.
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• gi ∈ Rn.

• E un ensemble convexe.

Le problème (Pλ) s’écrit

min fλ (x) =
1

2
x>Gλx + g>λ x : x ∈ E ⊂ Rn.

avec Gλ =
p∑

i=1

λiGi et gλ =
p∑

i=1

λigi .

Remarques 2.3: (i) Comme les matrices Gi sont définies positives, alors
Gλ est une matrice définie positive et par suite fλ est strictement convexe.
(ii) Comme E est un ensemble convexe et la fonction fλ est strictement con-

vexe, alors pour chaque λ ∈ Λ =

{
λ ∈ Rp / λi ≥ 0 et

p

Σ
i=1

λi = 1

}
, le prob-

lème (Pλ) admet une solution unique.

3 Caractérisation de l’ensemble des points ef-
ficients.

3.1 Etude de problème (MOQP ) sans contrainte.

Suivant le théorème 2.2, nous avons le résultat suivant : x est un point
efficient du problème (MOQP ) si et seulement s’il existe λ ∈ Λ tel que x soit
une solution optimale du problème (Pλ) , d’après la remarque 2.3 (ii), pour
chaque λ ∈ Λ, le problème (Pλ) admet une solution optimale unique. Alors
à chaque λ ∈ Λ correspond un seul point efficient.

Dans cette section, nous étudions l’ensemble des points efficients du prob-
lème (MOQP ) sans contrainte suivant

min [f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ....., fp (x)] : x ∈ Rn] . (MOQP1)

Le problème (Pλ) associé est

min

[
fλ (x) =

1

2
x>Gλx + g>λ x : x ∈ Rn

]
,
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avec Gλ =
p∑

i=1

λiGi et gλ =
p∑

i=1

λigi .

Proposition 3.1: Le point x̄ ∈ Rn est efficient du problème (MOQP1) si et
seulement s’il existe λ ∈ Λ tel que x̄ soit une solution du système Gλx̄ = −gλ.

Preuve: En utilisant le théorème 2.2 et les conditions nécessaires et suff-
isantes d’optimalité du problème (Pλ), nous obtenons le résultat suivant : le
point x̄ ∈ Rn est efficient du programme (MOQP1) si et seulement s’il existe
λ ∈ Λ tel que x̄ satisfait ∇

(
1
2
x>Gλx + g>λ x

)
= 0. D’où le résultat.

3.2 Etude de problème (MOQP ) avec contraintes.

Dans cette section, nous nous intéressons au problème (MOQP ) avec con-
trainte suivant

min [f (x) = [f1 (x) , f2 (x) , ....., fp (x)] : x ∈ E ⊂ Rn] (MOQP )

où l’ensemble réalisable E = {x ∈ Rn / Ax = b} et A est une matrice m×n,
avec m ≤ n et rang (A) = m et b ∈ Rm. Nous ramenons le problème (Pλ) à
un problème sans contrainte.

En effet :
Soit ν un point arbitraire du sous-espace affine E, il existe alors une matrice
B ∈ Rn×(n−m) et une matrice C ∈ R(n−m)×n toutes les deux de rang n − m
tel que pour tout y ∈ R(n−m), il existe un seul x ∈ E tel que

x− ν = By (3.1)

et
y = C (x− ν) . (3.2)

Remarque 3.2: D’après la relation (3.1), nous avons B>A> = 0. Comme
rang (B) = n−m et rang (A) = m, alors Im

(
A>)

= ker
(
B>)

.
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En remplaçant x par By + ν, la fonction fλ s’écrit comme suit :

fλ (x) =
1

2
x>Gλx + g>λ x

=
1

2
(ν + By)>Gλ (ν + By) + g>λ (ν + By)

=
1

2
y>B>GλBy +

(
B>Gλν + B>gλ

)>
y +

1

2
ν>Gλν + g>λ ν

= f̂λ (y) .

Par suite, le problème (Pλ) se transforme en un problème sans contrainte :{
min f̂λ (y) = 1

2
y> Mλ y + F>

λ y + sλ

y ∈ Rn−m,
(P r

λ)

où :
Mλ = B>GλB (3.3)

Fλ = B>Gλν + B>gλ (3.4)

sλ =
1

2
ν>Gλν + g>λ ν. (3.5)

Comme les matrices Gi sont définies positives et B est de rang n−m, alors les

matrices B>GiB sont aussi définies positives, par suite Mλ =
p∑

i=1

λiB
>GiB

est définie positive, Ce qui assure la stricte convexité du problème (P r
λ) .

Dans la proposition suivante, nous montrons que les problèmes (Pλ) et (P r
λ)

sont équivalents.

Proposition 3.3: Soit λ ∈ Λ alors x̄ solution du problème (Pλ) si et seule-
ment si ȳ solution du problème (P r

λ) avec x̄ − ν = Bȳ et ȳ = C (x̄− ν) .

Preuve: Soient λ ∈ Λ et x̄ solution du problème (Pλ). La condition
nécessaire et suffisante ( Utilisant Lagrangienne) pour que x̄ soit solution est
qu’il existe u∗ ∈ Rn−m tel que

A>u∗ + Gλx̄ = −gλ.

Comme B>A> = 0, alors

B>Gλx̄ = −B>gλ.
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D’après la relation (3.1), on a

Mλȳ = −Fλ.

Comme (P r
λ) est strictement convexe, alors la condition Mλȳ = −F>

λ est
suffisante pour que ȳ soit optimal.
De la même manière nous montrons la réciproque en se basant aussi sur les
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité des problèmes (Pλ) et (P r

λ),
la relation (3.1) et le fait que Im

(
A>)

= ker
(
B>)

.

Remarque 3.4: D’après la remarque 3.2 et la proposition 3.3, on constate
que pour chaque λ ∈ Λ, le problème (P r

λ) admet une solution unique.

Théorème 3.5: Soit x ∈ Rn un point efficient du programme (MOQP ).
Alors il existe λ ∈ Λ tel que y = C (x− ν) soit solution du système (PLλ)
suivant : {

Mλy = −F>
λ

y ∈ Rn−m.
(PLλ)

Inversement, s’il existe λ ∈ Λ tel que y soit solution du problème Mλy = −Fλ,
alors x = By + ν est un point efficient du programme (MOQP ).

Preuve: D’après le théorème 2.2, nous avons : x point efficient du pro-
gramme (MOQP ) si et seulement s’il existe λ ∈ Λ tel que x soit solution du
problème (Pλ), d’après la proposition 3.3, y = C (x− ν) solution du prob-
lème quadratique strictement convexe sans contrainte de (P r

λ), par suite y
est solution de (PLλ). De la même manière nous montrons la réciproque.

Remarque 3.6: Les points efficients des problèmes (MOQP1) sans con-
trainte et (MOQP ) avec contrainte Ax = b se caractérisent par le même
type d’équation

Gλx = −g>λ

et
Mλy = −F>

λ .
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4 Résolution du problème (NC) .

Dans cette section, nous nous intéressons au problème (NC) suivant :{
min c>x
x ∈ Eff

(NC)

où Eff est l’ensemble des points efficients de (MOQP ) et c ∈ Rn.
Dans un premier lieu, nous donnerons les conditions nécessaires d’optimalité

de (NC), puis nous montrons que ce problème est équivalent à un problème
de programmation fractionnaire sur Λ.
D’après la relation (3.1), nous avons

c>x = c>By + Bν.

Alors, suivant le théorème 3.5, le problème (NC) est équivalent au problème
suivant

min
λ,y

ĉ>y :
λ ≥ 0,

p∑
i=1

λi = 1

p∑
i=1

λiDiy +
p∑

i=1

λidi = 0

 . (NCr)

où ĉ = B>c, Di = B>GiB et di = B>Giν + B>gi.

Le théorème suivant établit une condition nécessaire d’optimalité du (NCr) .

Théorème 4.1: Soit
(
λ̄, ȳ

)
un minimum local de (NCr). Alors il existe

α∗ ∈ Rn−m\ {0} tel que 
ĉ + Mλ̄α

∗ = 0
δ∗i .λ̄i = 0

δ∗i ≥ 0, i = 1, ..., p

où δ∗i = 〈α∗, Diȳ + di〉 et Mλ =
p∑

i=1

λiDi.

Preuve: Le problème (NCr) peut s’écrire comme suit :
min
λ,y

ĉ>y

g (λ, y) = 0
h (λ, y) = 0
li (λ, y) ≥ 0,

où,
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• g (λ, y) =
p∑

i=1

λiDiy +
p∑

i=1

λidi.

• h (λ, y) =
p∑

i=1

λi − 1.

• li (λ, y) = λi i = 1, ...., p.

Soit
(
λ̄, ȳ

)
un minimum local de (NCr). Considérons l’ensemble suivant :

Z =

 (u, v) ∈ Rp×Rn−m/ (D1ȳ + d1, .., Diȳ + di, .., Dpȳ + dp) u = 0,(
p∑

i=1

λ̄iDi

)
v = 0Rp ,

p∑
i=1

ui = 0, v>ĉ < 0, ui ≥ 0 pour λ̄i = 0.


Comme

(
p∑

i=1

λ̄iDi

)
est une matrice définie positive, alors v = 0Rp . De plus

v>ĉ < 0, par suite Z = ∅. Donc, la qualification des contraintes de premier
ordre est vérifiée. D’après [1, Theorem1], ils existent α∗ ∈ Rn−m, β ∈ R et
δ∗ ∈ Rp tels que

(
λ̄, ȳ, α∗, β, δ∗

)
satisfait :

∇
(
ĉ>y

)
+ (α∗)>∇g (λ, y) + β∇h (λ, y)−

p∑
i=1

δ∗i∇li (λ, y) = 0, (4.1)

p∑
i=1

λiDiy +

p∑
i=1

λidi = 0, (4.2)

p∑
i=1

λi = 1, (4.3)

λi ≥ 0, i = 1, ...., p, (4.4)

δ∗i λi = 0, i = 1, ..., p, (4.5)

δ∗i ≥ 0, i = 1, ..., p. (4.6)

L’égalité (4.1) nous donne

〈α∗, Diȳ + di〉+ β − δ∗i = 0, i = 1, ..., p (4.7)

ĉ + Mλ̄α
∗ = 0. (4.8)
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De (4.7), nous avons〈
α∗,

p∑
i=1

λ̄iDiȳ

〉
+

〈
α∗,

p∑
i=1

λ̄idi

〉
+

p∑
i=1

λ̄iβ −
p∑

i=1

λ̄iδ
∗
i = 0,

d’après les égalités (4.2), (4.3) et (4.5), nous avons β = 0. Par suite

ĉ + Mλ̄α
∗ = 0

δ∗i = 〈α∗, Diȳ + di〉 , i = 1, ..., p
δ∗i ≥ 0, i = 1, ..., p.

Ce qui termine la preuve.

Montrons maintenant que le problème (NC) se ramène à la résolution d’un
problème de programmation fractionnaire sur Λ. Commençons d’abord par
le lemme suivant.

Lemme 4.2: Les éléments de la matrice Mλ et du vecteur Fλ s’écrivent
comme combinaison linéaire de λ1, λ2, ..., λp avec λ = (λ1, λ2, ..., λp) .

Preuve: 1) D’après la relation (3.3) , on a :

Mλ = B>GλB,

avec Gλ =
p∑

i=1

λiGi.

Les éléments de la matrice Gλ sont des combinaisons linéaires de λ1, λ2, ..., λp.
Puisque B ne dépend pas de λ, alors Mλ = (aij)1≤i,j≤n−m est une matrice
dont les aij sont aussi des combinaisons linéaires de λ1, λ2, ..., λp, alors des
réels bk

ij existent tels que :

aij =

p∑
k=1

bk
ijλk ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n−m} .

2) D’après la relation (3.4), on a :

Fλ = B>Gλν + B>gλ.

Comme la matrice B et le vecteur v ne dépendent pas de λ, alors les éléments
du vecteur Fλ sont aussi des combinaisons linéaires de λ1, λ2, ..., λp.
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La proposition suivante caractérise les solutions du système (PLλ) .

Proposition 4.3: Soit y (λ) une solution du système (PLλ), alors ses com-
posantes s’écrivent comme suit

yi (λ) =
Pi (λ1, λ2, ..., λp)

Q (λ1, λ2, ..., λp)

où Piet Q sont deux polynômes de degrés pi et q respectivement avec pi,
q ≤ n−m.

Preuve: Le point y (λ) est une solution du problème (PLλ) si et seulement
si {

Mλy = −F>
λ

y ∈ Rn−m .
(PLλ)

Comme la matrice Mλ est définie positive alors les composantes yi s’écrivent
comme suit

yi (λ) =
Pi (λ1, λ2, ..., λp)

det (Mλ)

où Pi un polynôme de degré pi ≤ n − m et det (Mλ) est un polynôme de
degré q ≤ dim (Mλ) = n−m.

Soit x ∈ Rn un point efficient du programme (MOQP ), nous avons

xi = vi +
n−m∑
j=1

bijyj

=

vi det (Mλ) +
n−m∑
j=1

bijPj (λ1, λ2, ..., λp)

det (Mλ)
.

Posons Ti (λ) = vi det (Mλ) −
n−m∑
j=1

bijPj (λ). Le polynôme Ti est de degré ti

tel que

ti ≤ max

(
max

1≤i≤n−m
(pi) , q

)
≤ n−m.

Par suite les composantes du vecteur x sont des fractions de λ1, λ2, ..., λp.
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Théorème 4.4: Le problème (NC) est équivalent à un problème de pro-
grammation fractionnaire sur Λ.

Preuve: D’après le théorème 3.5, le problème (NC) est équivalent au
problème (NCr) suivant :{

min
[
ĉ>y : Mλy = −Fλ, y ∈ Rn−m, λ ∈ Λ.

]
où ĉ> = Bc>. D’autre part, d’après la proposition 4.3, il existe un polynôme
Pi tel que yi (λ) = Pi(λ)

det(Mλ)
, et par suite, (NC) est équivalent au problème

suivant : {
min

[
n−m∑
i=1

ĉiyi : yi (λ) =
Pi (λ)

det (Mλ)
, λ ∈ Λ.

]
c’est-à dire,

min
λ∈Λ

n−m∑
i=1

ĉiPi (λ)

det (Mλ)

où,
n−m∑
i=1

ci
0Pi (λ) et det (Mλ) sont deux polynômes de degré inférieur à n−m.

Exemple 4.5: : On considère le problème suivant :{
min x1 + 2x2 − 1x3

x ∈ Eff
(PE1)

où Eff est l’ensemble des points efficients du problème bicritère quadratique
convexe suivant :

min f1 (x) = 1
2
x>G1x + g>1 x

min f2 (x) = 1
2
x>G2x + g>2 x

Ax = b
x ∈ R3

(MOQP1)

où G1 =

 2 0 0
0 2 −1
0 −1 1

 , G2 =

 1 −1 0
−1 2 0

0 0 1

 , g1 =

 0
−1
1

,

g2 =

 1
−2

0

 , A =
(

2 1 −1
)

et b = 1.
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Nous avons :

ν =

 0
1
0

 , B =

 1 0
0 1
2 1

 et C =

(
1 0 0
0 1 0

)

D1 = B>G1B =

(
6 0
0 1

)
et D2 = B>G2B =

(
5 1
1 3

)
.

d1 = B> (G1ν + g1) =

(
0
1

)
et d2 = B> (G2ν + g2) =

(
0
0

)
.

ĉ = B>c =

(
−1
1

)
.

Alors, la matrice Mλ et le vecteur Fλ sont :

Mλ = λD1 + µD2 =

(
6λ + 5µ µ

µ λ + 3µ

)
et Fλ = λd1 + µd2 =

(
0
λ

)
.

où, λ + µ = 1.
La résolution du problème linéaire Mλy = −Fλ donne :

y1 (λ, µ) =
λµ

6λ2 + 22µλ + 15µ2
(4.9)

y2 (λ, µ) =
−6λ2 − 5µλ

6λ2 + 22µλ + 15µ2
.

La résolution du problème (PE1) est équivalente à la résolution du problème
de programmation fractionnaire suivant :

min
λ∈[0,1]

−6λ

−λ2 − 8λ + 15
. (PE1F )

Nous avons trouvé λ = 1 comme solution optimale de (PE1F ) . En posant

λ = 1 et µ = 0 dans (4.9), nous obtenons ȳ =

(
0
−1

)
et par suite x̄ =

Bȳ + ν =

 −1
2
−1

 comme solution optimale du problème (PE1) .

En utilisant le théorème 4.1, il existe α∗ ∈ Rn−m\ {0} tel que
ĉ + Mλ̄α

∗ = 0
δ∗i .λ̄i = 0

δ∗i ≥ 0, i = 1, ..., p
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où δ∗i = 〈α∗, Diȳ + di〉 et Mλ =
p∑

i=1

λiDi.

On vérifie que α∗ = −M−1
λ̄

ĉ =

(
1
6

−1

)
, D1ȳ + d1 =

(
0
0

)
, D2ȳ + d2 =(

−1
−3

)
et 〈α∗, D2ȳ + d2〉 = 17

6
≥ 0.

Remerciements. Je tiens à exprimer mes vifs remerciements au referee
anonyme pour ses corrections et nombreuses remarques importantes.
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