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Optimisation d’une fonction linéaire sur
I’ensemble des solutions efficaces d’un
probleme multicritere quadratique convexe.

K. Belkeziz
A. Metrane

Résumé
Dans ce papier, nous caractérisons ’ensemble des points efficients
d’un probléme de programmation multicritére quadratique convexe.
Nous ramenons ainsi le probleme de la minimisation d’une fonction
linéaire sur I’ensemble des points efficients a la résolution d’un prob-
leme de programmation fractionnaire.

1 Introduction.

Les problemes de programmation mathématique a objectifs multiples con-
sistent a optimiser simultanément plusieurs criteres non comparables sur un
ensemble de solutions réalisables non vide. Le concept de points efficients
joue un role important dans I’analyse et la résolution de ces problémes.

Au cours de la derniere décennie, plusieurs chercheurs, citons en parti-
culier, Benson [2, 4], Ecker, Hegner et Kouada [9], Gal [6], Isermann [8] et
Tamara et Miura [12], motivés par de nombreuses applications [3, 5, 11], se
sont intéressés a I’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble efficient
d’un probleme multiobjectif linéaire :

max Cz, sujet a z € X, (MOLP)

ou C' est une p x n matrice, X = {z € R"/Az < b,z > 0}, Aest une m xn
matrice et b € R™.
Apres la caractérisation des points efficients, ils se sont intéressés a la

résolution du probleme de minimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble
des points efficients Eff du probleme (MOLP) :

mine'x
{ x € Eff. (NC)
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Notons que I’ensemble des solutions réalisables Eff est en général non con-
vexe. Le probleme (NC') rentre alors dans le cadre de 'optimisation globale
(ou programmation non convexe).

Dans ce papier, nous nous intéressons au probleme (NC), ou Eff est
I’ensemble des points efficients du probleme multicritére quadratique convexe
suivant :

min [f (z) = [fi (x), fo(2), ..., fp(x)] :z € E CR" (MOQP)

avec B = {r € R" / Az = b} et A est une matrice m x n avec m < n,
rang (A) = m, b € R™ les fonctions f; sont de la forme

1
fi(x) = §xTGix + gz,

ou G; est une matrice n X n symétrique définie positive et g; € R"™ pour
ie{l,..,p}

Dans un premier temps, nous caractérisons ’ensemble des points efficients
en terme de solutions d’un programme pondéré et nous montrons que le prob-
leme obtenu est équivalent a la résolution d’un systeme linéaire Ayx = by ou

p
ANEA= {)\ ERP /N >0et _glx\i = 1} . Les composantes de la solution de

N . .. . . P\ N
ce systeme s’expriment de fagon explicite sous la forme fractionnaire PO oy

P et @) sont deux polynémes. o

Le probleme de la minimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des
points efficients Eff se ramene alors a la résolution d’un probleme de pro-
grammation fractionnaire dans A.

Dans la deuxieme section, nous rappelons des définitions et des résultats
que nous utilisons par la suite. La troisieme section est consacrée a la carac-
térisation des points efficients. Dans la quatriéme section, nous donnons des
conditions nécessaires d’optimalité du probleme de la minimisation d’une
fonction linéaire sur l’ensemble des points efficients d'une part, et d’autre
part, nous montrons que ce probleme se transforme en un probleme de pro-
grammation fractionnaire.

2 Rappels et Préliminaires.

Soient F un sous-ensemble non vide de R™, p > 2 et {f;, i =1,...,p} une
famille de fonctions réelles sur E. Le probleme multi-objectif s’écrit sous la
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OPTIMISATION D’UNE FONCTION

forme suivante :
min [f (z) = [fi1 (x), fa(z), ..., fp (¥)] : € E]. (MOP)
Nous rappelons quelques définitions et résultats utiles par la suite.

Définition 2.1: Le point T est dit un point efficient (solution efficace ou
point extrémal de I'ensemble f (E)) du probleme (MOP) s'il n’existe pas de

v € Ftel que f(z) < f () ot f(2) £ f (7).
Par Eff nous désignons I'ensemble des points efficients du probleme (MOP) .

Nous rappelons une caractérisation des points efficients du probleme (MOP)
établie par Geoffrion [7].

Théoreme 2.2: [7] Soit E un sous ensemble convexe non vide de R". Si
les fonctions f; sont strictement convezes pour tout j € {1,2,...,p}, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) T est un point efficient du probléme (MOP).

i) 1l existe X € A tel que T soit une solution du probléme (Py) suivant :

P
min f)\ (l’) = ZAzfz (SE’) el (P)\)
=1
p
i=1

Comme les fonctions f; sont strictement convexes, alors les notions de so-
lution efficace, solution faiblement efficace et solution proprement efficace
définies dans [10] coincident.

Considérons le probleme multicritere quadratique convexe suivant :
min [f (z) = [fi (z), fo (2), ..., [ (z)] :z € E CR" (MOQP)
ou
o fi(x)=32"Gix+ g xpourie{l,2,..,p}.

e (G; est une matrice n X n symétrique définie positive.
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o g, c R".
e F un ensemble convexe.

Le probleme (Py) s’écrit

1
min fy () = ExTG,\x +gix:r€ECR
p p
avec Gy = > NG et gy = > Nig; -
i=1 i=1

Remarques 2.3: (i) Comme les matrices G; sont définies positives, alors
G est une matrice définie positive et par suite fy est strictement convexe.
(ii) Comme E est un ensemble convexe et la fonction fy est strictement con-

p
vexe, alors pour chaque A € A = {)\ eERP /N >0et '§1>\i = 1}, le prob-

leme (P,) admet une solution unique.

3 Caractérisation de I’ensemble des points ef-
ficients.

3.1 Etude de probléme (MOQP) sans contrainte.

Suivant le théoreme 2.2, nous avons le résultat suivant : T est un point
efficient du probleme (MOQP) si et seulement s'il existe A € A tel que T soit
une solution optimale du probleme (Py), d’apres la remarque 2.3 (ii), pour
chaque A\ € A, le probleme (P)) admet une solution optimale unique. Alors
a chaque A € A correspond un seul point efficient.

Dans cette section, nous étudions I’ensemble des points efficients du prob-
leme (MOQP) sans contrainte suivant

min [f (z) = [fi(x), fo(z), ..., fp (x)] 1z € R"]. (MOQP1)

Le probleme (Py) associé est

1
min | fy (z) = ixTG)\I +gix:x €RY,
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OPTIMISATION D’UNE FONCTION

p p
avec Gy = Y NG et gy = > Ngi
i=1 i=1
Proposition 3.1: Le point & € R"™ est efficient du probléme (MOQP1) si et
seulement s’il existe A € A tel que T soit une solution du systéme GaT = —g,.

PREUVE: En utilisant le théoreme 2.2 et les conditions nécessaires et suff-
isantes d’optimalité du probleme (Py), nous obtenons le résultat suivant : le
point Z € R™ est efficient du programme (M OQP1) si et seulement s’il existe
A € A tel que Z satisfait V (327G z + gy ) = 0. Dot le résultat. 0O

3.2 Etude de probleme (MOQP) avec contraintes.

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme (MOQP) avec con-
trainte suivant

min [f (z) = [fi (x), foa(z), ..., fp(x)] : 2 € E CR"| (MOQP)

ou l'ensemble réalisable £ = {x € R" / Az = b} et A est une matrice m x n,
avec m < n et rang (A) = m et b € R™. Nous ramenons le probleme (P,) a
un probléeme sans contrainte.

En effet :

Soit v un point arbitraire du sous-espace affine E, il existe alors une matrice
B € R (=) ot une matrice C € R™™*" toutes les deux de rang n — m
tel que pour tout y € R il existe un seul = € F tel que

xr—v=DBy (3.1)

et
y=C(zr—v). (3.2)

Remarque 3.2: D’aprés la relation (3.1), nous avons BTAT = 0. Comme
rang (B) =n —m et rang (A) = m, alors Im (AT) = ker (BT).

23



K. BELKEZ1Z, A. METRANE

En remplagant x par By + v, la fonction f) s’écrit comme suit :

1
Hlx) = §$TG,\$ + ng
1 . .
= 5w+ By) Gi(v+By)+g, (v + By)
1 1
= inBTG)\By + (BTG)\V + BTQ)\)T Y+ §VTG)\I/ + g)Tl/
= i (y) -

Par suite, le probleme (P)) se transforme en un probleme sans contrainte :

{minﬁ(y)=§yTMAy+F;y+3A (P)
n—m A
y e R,

ou :
My = B'G\B (3.3)
F\=B'G\+ B'gy (3.4)

1

Sy = iuTG,\V + g v (3.5)
Comme les matrices G; sont définies positives et B est de rang n—m, alors les

\BTG;B
i=1
est définie positive, Ce qui assure la stricte convexité du probleme (FPY).

P
matrices BT G;B sont aussi définies positives, par suite My =

Dans la proposition suivante, nous montrons que les problemes (Py) et (FPY)
sont équivalents.

Proposition 3.3: Soit A € A alors T solution du probléme (Py) si et seule-
ment si i solution du probléme (Py) avec T —v = By et § = C(z —v).

PREUVE:  Soient A € A et T solution du probleme (P,). La condition
nécessaire et suffisante ( Utilisant Lagrangienne) pour que Z soit solution est
qu’il existe u* € R"™™ tel que

ATu* + Gz = —g,.
Comme BTAT =0, alors

BTG)\i‘ = —BTg)\.
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OPTIMISATION D’UNE FONCTION

D’apres la relation (3.1), on a
Myy = —F).

Comme (P}) est strictement convexe, alors la condition M,y = —F) est
suffisante pour que 7 soit optimal.

De la méme maniere nous montrons la réciproque en se basant aussi sur les
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité des problemes (P ) et (FP5),
la relation (3.1) et le fait que Im (AT) = ker (BT). O

Remarque 3.4: D’apres la remarque 3.2 et la proposition 3.3, on constate
que pour chaque A € A, le probleme (P§) admet une solution unique.

Théoréme 3.5:  Soit x € R"™ un point efficient du programme (MOQP).
Alors il existe X € A tel que y = C (x — v) soit solution du systéme (PLy)

suivant : .
Myy = —F
{ ye Rn—m')\ (PL/\)
Inversement, s’il existe A € A tel que y soit solution du probleme Myy = —F),

alors x = By + v est un point efficient du programme (MOQP).

PREUVE: D’apres le théoreme 2.2, nous avons : x point efficient du pro-
gramme (MOQP) si et seulement s’il existe A € A tel que x soit solution du
probleme (Py), d’apres la proposition 3.3, y = C'(x — v) solution du prob-
leme quadratique strictement convexe sans contrainte de (Py), par suite y
est solution de (PL,). De la méme maniére nous montrons la réciproque.

Remarque 3.6: Les points efficients des problemes (MOQP1) sans con-
trainte et (MOQP) avec contrainte Az = b se caractérisent par le méme
type d’équation

Gt = —gy

et
Myy = —F).
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4 Résolution du probleme (NC).

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme (NC') suivant :
minc'x
x € Eff
ou Eff est 'ensemble des points efficients de (MOQP) et ¢ € R™.
Dans un premier lieu, nous donnerons les conditions nécessaires d’optimalité
de (NC), puis nous montrons que ce probléme est équivalent a un probléeme

de programmation fractionnaire sur A.
D’apres la relation (3.1), nous avons

(NC)

¢'z =c"By + Bu.

Alors, suivant le théoreme 3.5, le probleme (NC') est équivalent au probleme
suivant

P
A>0, Y h=1
min |¢'y : =1
Ay

» P (NCT)

i=1 =1

ouc= BTC, Di = BTGZ'B et di = BTGiV + BTgi.

Le théoreme suivant établit une condition nécessaire d’optimalité du (NC").

Théoréme 4.1:  Soit (A, §) un minimum local de (NC™). Alors il existe
a* € R\ {0} tel que

e+ Mya® =0

5 =0
§5>0, i=1,..,p

p
ot 5: = <CM*,D7;@ + dl> et M)\ = Z)\zDz

i=1
PREUVE: Le probleme (NC") peut s’écrire comme suit :

minc' y

Ay
g(\y)=0
h(Xy)=0
li (>\7 y) Z 07

26



OPTIMISATION D’UNE FONCTION
p p
g (A y) =2 NiDiy + Y- Nd;.
i=1 i=1

p
i=1
L] li ()\,y) = )\z 1= 1, ey P

Soit (5\7 y) un minimum local de (NC"). Considérons I'ensemble suivant :

(u,v) € RPxR"™/(Dyg+ds, .., Dig+d,, .., Dyg+d,)u =0,
Z = < )U_ORP,ZUZ'_O,U <0, u; >0 pour \; = 0.
i=1

b _
Comme <Z/\Z-Di> est une matrice définie positive, alors v = Ogp. De plus
i=1

1 Mw

v'¢ < 0, par suite Z = ). Donc, la qualification des contraintes de premier
ordre est vérifiée. D’apres [1, Theoreml], ils existent a* € R"™, 8 € R et
0" € RP tels que ()\,gj, oz*ﬁ,é*) satisfait :

V (@y) + (a*) Vg (\y) + BV (\y) — Zavz (A y) =0, (4.1)

i=1

D D
> AiDwy+ > Nid; =0, (4.2)
=1 =1
p
> ai=1, (4.3)
=1
N >0, i=1,...p, (4.4)
SN =0, i=1,...p, (4.5)
55>0, i=1,..,p. (4.6)

L’égalité (4.1) nous donne
<a*,D,gj+dl>+ﬁ—5f:0, l:].,,p (47)
¢+ Msa™ =0. (4.8)
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De (4.7), nous avons

p_ P P P

<0[*, ZA1D1§> + <O[*7 Z)\ldz> + Z)\zﬂ — ZA,L(S:‘ = 0’

i=1 i=1 i=1 i=1

d’apres les égalités (4.2), (4.3) et (4.5), nous avons 5 = 0. Par suite
c+ Msa* =0
0; = (a*, D+ d;), i=1,..,p
07 >0, i=1,..,p.

Ce qui termine la preuve. 0

Montrons maintenant que le probleme (NC) se raméne a la résolution d'un
probleme de programmation fractionnaire sur A. Commengons d’abord par
le lemme suivant.

Lemme 4.2: Les éléments de la matrice My et du vecteur Fy s’écrivent
comme combinaison linéaire de Ay, Mg, ..., Ay avec X = (A1, Ag, ..., Ap) .

PREUVE: 1) D’apres la relation (3.3), on a :
M, = B'G,B,

P
avec Gy = > NG;.
i—1

iz
Les éléments de la matrice Gy sont des combinaisons linéaires de Ay, Ag, ..., A.

Puisque B ne dépend pas de A, alors M, = (aij)1<ij<n7m est une matrice

dont les a;; sont aussi des combinaisons linéaires de Ai, Ao, ..., Ay, alors des
réels bfj existent tels que :

p
aij = bej)\k Vi,j€{1,2,...,n—m}.
k=1

2) D’apres la relation (3.4), on a :
F, = BTG)\V + BTgA.

Comme la matrice B et le vecteur v ne dépendent pas de A, alors les éléments
du vecteur F) sont aussi des combinaisons linéaires de Ay, Ag, ..., A. 0
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OPTIMISATION D’UNE FONCTION

La proposition suivante caractérise les solutions du systeme (PLy) .

Proposition 4.3: Soit y (\) une solution du systéme (PL)), alors ses com-
posantes s’écrivent comme suit

P (A1, Mgy s Ap)
Q (A1, A2y ooy Ap)

ou Pet Q) sont deux polynomes de degrés p; et q respectivement avec p;,
qg<n-—m.

yi (A) =

PREUVE: Le point y (A\) est une solution du probleme (PL,) si et seulement

S1
Myy = —F):r
{ y e R™ (PL)\)

Comme la matrice M) est définie positive alors les composantes y; s’écrivent
comme suit

POy

e

b () det (M)

ou P; un polynéme de degré p; < n —m et det (M) est un polynome de
degré ¢ < dim (M,) =n —m. O

Soit € R™ un point efficient du programme (MOQP), nous avons

n—m
T; = Ui+zb¢jyj
j=1

videt (My) + 32 by Py (A, Mgy ooy Ap)
j=1

det (M)\)

Posons T; (A) = v; det (M) — i b;;P; (A). Le polynome T; est de degré ¢
j=1

tel que

t; < max( max (pi),q>

1<i<n—m

< n—m.

Par suite les composantes du vecteur z sont des fractions de Ay, Ag, ..., Ap.
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Théoréme 4.4: Le probleme (NC) est équivalent a un probleme de pro-
grammation fractionnaire sur A.

PREUVE: D’apres le théoréme 3.5, le probleme (NC') est équivalent au
probleme (NC") suivant :
{min [’C\Ty cMyy=—F,, ye R"™ X¢€ A.]

ou ¢' = Be'. D’autre part, d’apres la proposition 4.3, il existe un polynome
P; tel que y; (\) = dézi(gv’\]l) , et par suite, (NC') est équivalent au probleme
suivant :

. nfm/\ P (/\)
S Gy (\) = o, A e Al
{mln [i_l Czyl yl ( ) det (M)\) e
c’est-a dire,
S ah(Y

min-3 (M)
m .
ou, Y. c4P;i(N\) et det (M,) sont deux polynomes de degré inférieur a n —m.

O

Exemple 4.5: : On considere le probleme suivant :

{ min x + 2x9 — lxs (PE1)

x € Eff

ou Eff est I'ensemble des points efficients du probleme bicritere quadratique
convexe suivant :
min f; (z) = 12 Gz + g/ x
min fo (z) = 32 Goz + gy x

Jka (MOQP1)
r € R3
2 0 0 1 -1 0 0
ou Gi=10 2 =11, Go=| -1 2 0|, 1=1| -1,
0 -1 1 0 0 1 1
1
= -2 |,A=(2 1 -1)etb=1
0



OPTIMISATION D’UNE FONCTION

Nous avons :

0
100
1 et C_(010>

1
0
9
) ethzBTGgB:<5 1).

6
— T —
D1—BG13—<O 1 3

d1 = BT(G1V+91):<?> etdngT(GQV-f—gg):(g).

c = BTc:<_11>.

Alors, la matrice M) et le vecteur F) sont :

M)\_)\D1+MD2_<6)\+5N H )etF,\—)\d1+ud2—<(>)\>.

I A+ 3up
ou, A+ pu=1.
La résolution du probleme linéaire M,y = —F) donne :
Ap
A, = 4.9
i) = ST 15 (4.9)
—6A% — 5p\
y2 (A, )

6A% + 22\ + 152

La résolution du probleme (PFE1) est équivalente & la résolution du probléme
de programmation fractionnaire suivant :
: —6A

min N e —

Xe[0,1] = A" — 8A + 15

Nous avons trouvé A = 1 comme solution optimale de (PE1F). En posant

(PE1F)

A =1et p =0 dans (4.9), nous obtenons y = ( _01 > et par suite T =

—1
By+v= 2 comme solution optimale du probleme (PFE1).
—1
En utilisant le théoreme 4.1, il existe a* € R*™\ {0} tel que
c+ Mza* =0

§5>0, i=1,..,p
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p
ou 5: = <OZ*, ng + dz> et M)\ = Z/\,LDZ

=1
1

On vérifie que a* = —M{lé\: <_6 >, Dig+d; = <8>, Dyy+dy =

1

( :; ) et <a*,D2§+d2>:%20

Remerciements. Je tiens a exprimer mes vifs remerciements au referee
anonyme pour ses corrections et nombreuses remarques importantes.
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