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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 13, 111-205 (2006)

Inversion d’un opérateur de Toeplitz tronqué a
symbole matriciel et théorémes-limite de Szego

JEAN CHANZY

Résumé

Ce travail est une étude théorique d’opérateurs de Toeplitz dont le symbole est
une fonction matricielle réguliere définie positive partout sur le tore a une dimen-
sion. Nous proposons d’abord une formule d’inversion exacte pour un opérateur de
Toeplitz a symbole matriciel, démontrée au moyen d’un théoréme établi en annexe
et donnant la solution du probleme de la prédiction relatif & un passé fini pour un
processus stationnaire du second ordre. Nous établissons ensuite, & partir de cet in-
verse, un théoreme de trace sous forme d’une expression asymptotique permettant
d’obtenir une extension des trois théoremes-limite de Szeg6 au cas matriciel.

1. Introduction

Ce travail s’inscrit a la fois dans le cadre de la théorie de la prédiction
des processus stationnaires du second ordre, développée par H. Helson et
D. Lowdenslager [14] pour un passé infini et dans celui de la théorie des
espaces de Hilbert avec poids. Dans ce cadre, nous proposons de donner
une formule d’inversion d’une matrice de Toeplitz a blocs, ol le symbole
est une fonction matricielle définie sur le tore a une dimension, et d’en
déduire un théoreme de trace sous forme d’une expression asymptotique
« a la Szegd », permettant d’étendre au cas matriciel les trois théoremes-
limite de Szeg6. Nous utilisons ici des techniques tres différentes a base
de séries d’opérateurs de Hankel[27], mais les symboles vérifieront les hy-
potheéses de décomposition du théoreme de Helson et Lowdenslager[14].
Ce théoreme, cité au paragraphe 2.1, permet de décomposer une fonction
matricielle hermitienne semi-définie positive partout sur le tore a une di-
mension, et intégrable, en le produit d’'une fonction matricielle de type
analytique (c’est-a-dire de carré intégrable et développable en série de
Fourier) par son adjoint. Ce théoréme a été établi a partir d’une générali-
sation au cas matriciel du théoreme de Szegé relatif a la décomposition de
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Lebesgue d’'une mesure complexe en une partie réguliére et une partie sin-
guliere. La démonstration du théoreme d’inversion, tres technique, utilise
la solution du probléeme de la prédiction [14] pour un passé fini, exposée
dans ’annexe B.

Les études les plus marquantes qui ont servi de point de départ a ce tra-
vail sont celle de Henry Helson et David Lowdenslager [14], sur la théorie
de la prédiction, celle de F.L. Spitzer et C.J. Stone [29] sur I’application
des opérateurs de Toeplitz a symbole fonctionnel aux marches aléatoires
et qui met en évidence le noyau de Green du probleme différentiel :

2
% =g sur [0,1]
f0) = f@) =0,

et enfin celles de Harold Widom [30, 31] sur le comportement asympto-
tique des matrices de Toeplitz a blocs et leurs déterminants.

Par ailleurs, les opérateurs de Toeplitz ont trouvé depuis quelques an-
nées un regain d’intérét, et le cas du symbole fonctionnel a été étudié tres
en détail a I’Université de Paris-Sud Orsay ou en particulier des calculs
de noyaux de Green de différents problemes différentiels ont été effectués
[21, 22, 23, 27]...

En outre, Harold Widom dans ses deux articles de 1974 et 1976 traite
des matrices de Toeplitz a blocs, ou il utilise des blocs de matrices car-
rées de dimension fixe, et ol il étend a des symboles matriciels les résultats
obtenus par Ulf Grenander et Gabor Szego concernant les matrices de Toe-
plitz a symbole fonctionnel. L’auteur traite I'opérateur de Toeplitz comme
un opérateur de Fredholm d’indice 0, c’est-a-dire que son symbole est in-
versible, en tant que matrice, et que le logarithme de son déterminant a une
détermination continue sur le tore a une dimension. Dans cette optique, et
moyennant une factorisation du symbole du type Wiener-Hopf, il donne
une formule asymptotique d’inversion en utilisant une limite en « norme-
trace », ainsi qu’'une extension au cas matriciel d’'un théoreme-limite de
Szego concernant le déterminant de l'opérateur de Toeplitz. Modifiant
ensuite le cadre de travail, Harold Widom impose au symbole d’étre la
somme d’une fonction matricielle continue et d’une fonction matricielle de
carré intégrable, bornée et de type analytique, sur le tore a une dimension.
Dans ce nouveau cadre, qui se rapproche plus de celui dans lequel nous
nous placons dans la suite de cette étude, il montre un nouveau théoreme
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d’inversion asymptotique, caractérisé par la convergence forte en norme-
opérateur de l'inverse de l'opérateur tronqué vers l'opérateur de Toeplitz,
ainsi qu’un autre théoreme-limite « a la Szegd » sur le déterminant de cet
opérateur de Toeplitz.

Dans la présente étude, nous nous placons dans un cadre un peu moins
général, les espaces de Lebesgue de fonctions matricielles, et nous utili-
sons une décomposition du symbole F' plus particuliere, celle établie par
Henri Helson et David Lowdenslager pour la théorie de la prédiction, en
le produit (a priori non commutatif) d’une fonction matricielle G de type
analytique par son adjointe G*. Nous supposerons néanmoins, pour simpli-
fier les démonstrations, que cette matrice G est partout normale sur le tore
a une dimension, c’est-a-dire qu’elle commute partout avec son adjointe.
Cette restriction, qui est pour 'instant une contrainte exclusivement tech-
nique, motivée par la non-commutativité des matrices, est justifiée par le
fait que toute fonction matricielle de type analytique dont les coefficients
de Fourier sont des matrices hermitiennes qui commutent toutes les unes
avec les autres vérifie cette propriété. En particulier, 'opérateur « Lapla-
cien discret », ainsi que d’autres, construits & partir du Laplacien comme
I'opérateur de Helmholtz, sont de ce type. Cependant, ’'objectif ultérieur
sera de s’affranchir de cette contrainte de « normalité » de la matrice G,
pour traiter des cas plus généraux. Dans 'optique de la restriction précé-
dente, nous établissons une formule d’inversion exacte de 'opérateur de
Toeplitz tronqué donnant 1’expression des blocs de la matrice inverse, et
nous en déduisons une formule de trace permettant d’étendre au cas ma-
triciel un théoreme-limite de Szego, avec une formule aussi explicite que
celles de Szego. Cette inversion exacte permettra également, ultérieure-
ment, en libérant la taille de la matrice de Toeplitz ainsi que celle de ses
blocs, d’établir un théoreme « a la Spitzer-Stone » qui met en évidence
un noyau de Green pour le probleme de Poisson, avec conditions initiales
de Dirichlet, sur un rectangle. Nous proposons aussi d’étendre les résul-
tats de Harold Widom en prolongeant au cas matriciel les trois principaux
théoremes-limite de Szego.

La théorie développée dans le présent article peut servir au moins a
trois grands types d’applications :

— linversion du Laplacien discret [17],

— la résolution numérique du probleme de Poisson avec des conditions

aux limites de Dirichlet sur différents domaines rectangulaires [4],

— la restauration d’images [6].
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Apres avoir résumé dans une premiere partie les principaux résultats de
la présente étude, nous abordons dans une deuxieme partie la théorie des
opérateurs de Toeplitz a symbole matriciel, en établissant un théoreme
d’inversion exacte a partir de la décomposition de Helson et Lowdenslager
du symbole [14, 30, 31]. Celui-ci sera une fonction matricielle définie sur le
tore & une dimension et une matrice hermitienne réguliere, définie positive
partout sur le tore & une dimension et intégrable dans un sens défini au
paragraphe 2.1 du présent article.

Enfin, la derniére partie établit un théoreme asymptotique estimant la
trace de 'inverse a partir de la formule précédente, et démontre une ex-
tension au cas matriciel des trois principaux théoréemes-limite de Szegé.
Le lecteur trouvera dans ’annexe A un résumé de ce qui existe concernant
les opérateurs de Toeplitz tronqués & symboles fonctionnels [27], en parti-
culier une estimation du polynéme de prédiction de Helson-Lowdenslager
pour un passé fini et un théoreme d’inversion dans le cas d’'un symbole
strictement positif, intégrable et régulier. Ce polynéme de prédiction re-
latif au symbole d’'un opérateur de Toeplitz est tres important, puisque,
a une normalisation pres, ses coefficients sont les éléments de la premiere
colonne de l'inverse de 'opérateur de Toeplitz correspondant. Dans ’an-
nexe B figure une étude du probleme de la prédiction pour un passé fini
dans le cas matriciel.

Remerciements : Ce travail constitue un chapitre de ma theése, menée
sous la direction de M. Abdellatif Seghier. Je remercie les participants du
groupe de travail « Analyse, Probabilités et Applications » de I’'Université
de Paris-Sud/Orsay pour leurs nombreuses remarques tant sur le contenu
que sur la forme de cet article qui s’en est trouvé grandement amélioré.
Je remercie également Véronique Fisher, étudiante en these a Orsay pour
ses conseils de rédaction, qui m’ont permis de clarifier la présentation de
cet article.

2. Résultats principaux

La présente étude est effectuée dans le cadre suivant :
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2.1. Cadre de 1’étude

Définitions générales. On note T le tore a une dimension, identifié

avec l'intervalle | — m, 7], o la mesure de Haar sur T, de sorte que, si
0 €]—m,x],do = %, et 7 I'imaginaire pur de C. On considere le caractere :
x:—-mmn]—T
HF—%G%,
qui permet de définir
x¥i—-m7 —T X ]—mna —T
0 — ikt 0 s o— kO

On note M, (C) 'espace des matrices de dimension n x n a coefficients
dans le corps des complexes C et Id la matrice identité de 9, (C).

SiM = (mij)i<i,j<n €C,alors M* = (T;;)i<i,j<n est la matrice
adjointe de M, et

i=nk=n

tr (MM*) =3 Y mipmir = > |mig]?

i=1k=1 1<i,k<n

Nous définissons alors sur 2, (C) la norme matricielle de Hilbert-Schmidt
| M|, = [tr (MM*)]I/Z, associée au produit scalaire (M, M), = tr (M M'*).
Cette norme permet en particulier de bénéficier de la commutativité de
deux matrices a l'intérieur de la trace et d’utiliser la proposition suivante

(voir [19]) :

Proposition 2.1. Soit une famille finie de matrices carrées de mémes di-
mensions (Ap)1<p<5. Alors pour toute permutation circulaire o des indices

p=S p=S
pyonatr| [[Asp | =tr| I1 4y ].
p=1

p=1

Cette propriété de commutativité est un avantage décisif pour obtenir
des théoremes d’inversion et de trace équivalents a la dimension 1.

Comme les opérateurs de Toeplitz que nous allons manipuler opérent
sur des matrices, nous allons en fait traiter ces matrices comme des vec-
teurs et nous allons donc munir 9,,(C) des trois normes vectorielles :
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VM = (mij)i<ij<n € My (C),
IMlly = > majl,

1<i,j<n
IM]ls = [tr (MM*)]Y2,
| Moo = 1§I@11fijx§n|mij |

Espaces de travail. Dans ce paragraphe, nous définissons les différents
espaces dans lesquels nous nous placons dans la suite de cet ouvrage.

Espaces de Lebesgue de fonctions matricielles.

Il est impératif, dans cette étude, de pouvoir induire sur les fonctions
matricielles des propriétés équivalentes a celles qu’ont leurs composantes.
C’est pourquoi nous introduisons les espaces suivants :

(1) La(T) = {M : T — M, (C) /||MH% do < —I—oo} est l'espace
T
des fonctions matricielles « de carré intégrable » sur le tore T, muni du
1
produit scalaire (M, M), 1) = —/tr (MM™) do et de la norme
m n Jr

1 5 1/2
Ml = [ L1013 2]

(i) Lgp(T) = 4 M = T — M (C) = [M]| oo (py = Sél’]%)HM(Z)Hoo <400

est I'espace des fonctions matricielles « essentiellement bornées » sur le tore
T.

1
(iif) Liy(T) = {M : T — M, (C) HMHlem(T) = ﬁ/ﬂ‘ M|, do < —i—oo}
est 'espace des fonctions matricielles « intégrables » sur le tore T.

Ces définitions permettent d’affirmer que
VM : T — M, (C), M = (mij)i<ij<n, VD € {1;2;400}.
M e L, (T) <= Vi,Vj,m;; € LP(T).
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1
Remarquons également que la normalisation — figurant dans les normes

Li(T) et LZ;(T) permet d’obtenir HId||L;n(T) = HIdHLgﬁ(T) =1, et de
définir ainsi certaines fonctions matricielles par des séries normalement
convergentes, bien qu’aucun des L, (T), pour p € {1;2; +o0}, ne soit, avec

ces définitions, une algebre de Banach (voir le lemme 4.9 ou le corollaire
2.10).

Espace de Lebesgue avec poids.
Nous aurons besoin dans la suite de définir le logarithme d’une matrice F'
hermitienne définie positive partout sur le tore T, et appartenant & L}m(T).
On utilise alors la définition suivante (voir [16]) :

Définition 2.2. Soit M € M, (C), de spectre o(M) et de rayon spectral
o(M) = max {|¢| : ¢ € 0(M)} non nul et strictement inférieur a 1, alors

1
Vvt € C, tel que |t| < ——,
g o(M)

tk+1 k1
log(Id — tM) = %k n T (2.1)
Si o(M) = 0, légalité précédente est vraie pour tout t € C.
La fonction matricielle ¢ — log(Id — tM) est alors analytique sur le
disque ouvert .
D {t.te(@, t] < Q(M)}'
Cet énoncé permet de définir log(F') de la maniére suivante :
Toute matrice F peut étre décomposée en F = D— N, différence d’une ma-
trice diagonalisable D et d’une matrice nilpotente N qui commutent. Or
F s%écrit alors F = D (Id — DN ), et on vérifie facilement que la matrice

D~!N est encore nilpotente. Comme D' N est nilpotente, o(D~'N) = 0,
et log (Id - D_lN) peut étre défini par la série (2.1) (avec t = 1), qui
est en fait une somme finie. En utilisant la réduction de Jordan, on sait
d’autre part que les valeurs propres de F sont aussi celles de D. F étant
hermitienne et définie positive, ses valeurs propres sont réelles et stricte-
ment positives et donc celles de D aussi. On en déduit qu'il existe une
matrice H dont toutes les valeurs propres sont strictement inférieures a 1,

et telle que D = Id — H, ce qui permet de définir également log (D) par
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la série (2.1), avec t = 1. Par ailleurs, si on définit ’exponentielle de toute

1
matrice A par la série ed = ZgAk et son logarithme, quand il existe,

keN
par la série (2.1) écrite sous la forme
1
log(A) = =Y ——(1d — A" 2.2
oB(4) = =3 i - A1, (2:2)

on a A = e (voir [16]). Dans ces conditions, on a D = ¢a(D) ot
Id— DN = elog(ld_DilN) et comme D commute avec N, D commute
avec Id— D™IN, Id — D commute avec DN et par la série (2.2), log ([))

commute aussi avec log <Id - DN ) Ainsi :
F— elog(D)elog(Idff)_lN) _ elog(ﬁ)+log(Idfﬁ_1N)

ce qui nous autorise a définir log(F') par

log(F) = log (D) + log (Id - D—lN) :

Dans toute la suite, nous définirons log(F') de cette maniére et impo-
serons que log(F) soit dans Li(T), pour pouvoir utiliser le théoreme de
Helson-Lowdenslager et la décomposition F' = GG*. La fonction matri-
cielle F' ainsi fixée permet alors d’introduire :

Ly p(T) = {M : T — M, (C) : /Ttr(MFM*) do < +oo},

un espace de Hilbert de fonctions matricielles sur le tore T, muni du
produit scalaire

1
! _ 1%
(MM) oy = n/Ttr (MFM"™) do.

Espaces de Hardy.

(i) Hyy (T) = {M € L3(T): M(k)=0sik< 0} est 'espace de Hardy
des fonctions matricielles « de carré intégrable » et de type analytique sur
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le tore T, avec M (k) = / XM(x) do(x).
T

(ii) Hgy (T) = {M € L(T): ]\//.T(k) =0si k> 0} est I'espace supplé-
mentaire orthogonal de Hg (T) dans L2;(T).

(iii) On pose HgZ(T) = Hyf (T) N Lgg(T).

Dans toute la suite, nous imposerons que G € HS(T) et G~ € HZ(T).

Espace des polynémes matriciels.
Soit Z = Lingy {Xkld keN;0<k<L N} I’espace des polynomes tri-
gonométriques matriciels de degré inférieur ou égal a N. Notons que

Py C Hyf (T).

Espaces de Hardy avec poids.
On note

H2F (T) = Li Fld: ke nponr(®
W,F( )_ 1oy {X . € } )

I’espace de Hardy des fonctions de type analytique sur le tore T, dans
Ly p(T), et

T T T oD
o r(T) = Lingn {X*Id : k € N*} ,

son supplémentaire orthogonal dans Lg}t, #(T).

Projections et opérateurs de Hankel.

Nous considérons d’abord un symbole matriciel F' décomposable en
F = GG*, ou G est partout sur T une matrice normale, telle que G €
HS(T) et G™1 € HgP(T) et nous définissons ensuite la matrice complexe
dy = xVG*G, puis les opérateurs suivants :

74+ Lig(T) — Hgi (T) est la projection orthogonale sur Hyl (T)

7 : L3(T) — Hgy (T) est la projection orthogonale sur Hyy (T).
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Hgy : Hy (T) — Hgy; (T) Hj,  Hyy (T) — Hy (T)
M — 7_(M®y) M — 7 (M'®Y,).

Hg, et Hg, sont respectivement le premier et le second opérateur de
Hankel.

Opérateur de Toeplitz tronqué a blocs.

Définition 2.3. On définit d’abord ﬂ](\}) la projection orthogonale de
L3,(T) sur Py, puis Popérateur de Toeplitz tronqué & blocs, a symbole
matriciel F, par

In(F): Py — L&(T) — Py
Q — QF — =0(QF)

Définition du polynéme de prédiction pour un passé fini.
Considérons un processus stationnaire centré du second ordre (Xy)nez,
indexé par Z, a valeurs dans C", de densité F' = (fi;), <ij<n» AVEC F e
9, (C). On suppose connues les variables aléatoires {Xo; X1;...; Xn-1}
du processus et on veut approcher la variable aléatoire X en minimisant
la distance de Xy a l'espace LinLgn {Xo0; X1;...; Xn-1}. Or il existe une
isométrie bijective entre Lin 12, {Xo0; X1;...; Xy} muni de la métrique dé-
finie par la matrice de covariance et &n. On cherche alors le polynéme

Prn_1 de &n_1 quiréalise le minimum de HXNId — ZN,l(X)’ Y pour
Mm,F
Zn—_1 décrivant Hn_q1. Mais
N _N o
Id — Py_ = Id—P
HX N 1(X)‘ 12, () X N—I(X)‘ 13, p(T)
= ||Id — xVP§_;(x
X I'n 1(X)‘LQM,F(T)
= ||Id — xPn_
xPy 1(><)‘Lgﬁ’F(T)
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ou JSN_l est le polynéome matriciel de “n_1 qui minimise
HId - XZN—l(X)’ pour Zy_1 décrivant Pn_; (voir [13, 32, 33]).

L%m #(T)

Alors le polynéme de prédiction relatif a un passé fini pour ce processus
est défini ainsi :
Définition 2.21. N

Soit Sy = X x*A le polynéme de xPn_; qui réalise le minimum

k=1
de [|Id — QN”Lgﬁ o(T); quand Qy décrit xZn_1. On appelle polynome de
prédiction pour un passé fini le polynéme
Ry =1d — Sy,

orthogonal & x#n_1 dans Lgﬁ,F@)'

Par ailleurs, la présente étude est fondée sur le théoréeme de Helson-
Lowdenslager, équivalent exact du théoréeme de décomposition de Szegd
utilisé dans le cas fonctionnel. En voici I’énoncé :

Théoréme de Helson-Lowdenslager [14]. Soit F' une fonction matri-
cielle définie sur le tore T, a valeurs dans le sous-ensemble de M, (C) des
matrices semi-définies positives et hermitiennes partout sur T, telle que
F € Ly(T). Alors il existe une fonction matricielle G € Hy (T) telle que

F = GG* et det G(0) # 0 si et seulement si

/tr(log(F)) do > —o0.
T

Si cette condition est vérifiée, nous pouvons choisir G telle que

/Tlog(|detG|) do = log (| det G(0)]).

Remarque 2.5 sur la dimension 1 :  Le cadre utilisé dans la section sui-
vante pour les opérateurs de Toeplitz a symbole fonctionnel se déduit des
définitions et théoreme précédents en prenant n = 1, c’est-a-dire en rem-
placant toutes les matrices par des fonctions scalaires. On retrouve alors
toutes les définitions usuelles sur les espaces de Lebesgue classiques. &
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Dans toute la suite, nous écrirons L2, Lgﬁ, H?*, Hg;,. .. (nous omet-
trons le tore T dans I'expression des espaces de Lebesgue et des espaces
de Hardy) a chaque fois qu’aucune confusion ne sera possible. Il est a no-
ter que les techniques d’analyse utilisées dans la suite sont apparentées
a celles d’ouvrages cités dans la bibliographie : [1, 2, 3, 7, 20]. Pour les
espaces de Hardy, citons [24, 25], et pour les techniques algébriques, citons
[10, 11, 8, 9, 18, 28, 34].

2.2. Enoncé des théorémes principaux

Nous utilisons d’abord la démonstration du théoreme de projection de
I’annexe B concernant le probleme de la prédiction pour établir une for-
mule d’inversion exacte d’un opérateur de Toeplitz tronqué a symbole
matriciel :

Théoréme 2.5. Inversion exacte d’un opérateur de Toeplitz a
symbole matriciel. Soit F' un symbole matriciel décomposable en F =
GG*, G étant une matrice normale et inversible sur T, telle que G € Hgg
et Gl e Hgy. Alors

()Jaelo,1[: VNeN  pyp(F )= [Hey, Lz, < o
(il) Tn(F') est inversible et on a pour tout Q € Py,

Tn(F)7HQ) = 7+ (QG™Y) G

{(Id — H},NHH@NH)_l (m_ (m_(QG_l*) *N+1>)} Dy

Un cas particulier important de la formule d’inversion précédente est
celui ou le symbole G est I'inverse d’un polynéme matriciel, ce qui donne
le corollaire suivant :

Corollaire 2.6. Soit P € &y N Hg, P non nul et inversible sur T et tel
que P! ¢ HgR. SiG = P, alors

_ * _
Hoy., = Hpy . =0,

et on a pour tout Q € Py,
-1
Tn (P*P)7!) (Q) = 74 (QP") P — s (QP*®yyy) OnyaP,

G—l

—Ty
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Nous déduisons ensuite des deux formules précédentes une estimation
asymptotique de la trace de (Ty(F)™' — Ty (F~!)) dans le cas général
ou I' = GG*, G étant une matrice normale sur T, et une forme explicite
de cette méme trace dans le cas particulier ou G est 'inverse d’un poly-
nome matriciel, & rapprocher des formules obtenues en particulier par Ulf
Grenander, Gabor Szegé [13] et Harold Widom [30, 31] :

Théoréeme 2.7. Théoréme de trace « a la Szeg6 ».
(i) Soit P € 2NyNHgR, P non nul et inversible sur T et tel que P~ € HgY.

k=N
SiG=PletP= Z X* Ay, alors

e (Tw(F) - T(F ) = zkuAk|r2—<‘§f:<x>,P<x>>Lgﬂ,

(ii) Dans le cas général, si G et G=' sont dans Hgy, on pose Gl =

S xFTy, avec
keN

—

Ty = G-1(k) € M, (C), Vk € N.
Alors si Y k||Th||5 < 400,
keN

v (Tn(F)™ = Tn(F7Y) + (anmb (N+1) Hrkné)‘

k>N+1
4 pN+1(F~
<= kT3 | -
no1—(pnr1(F- ;%:\1
Comme lim pyni1(F™1) =0, on en déduit
N—+o0
Jim_tr (Tn(F) = Ty (Fh)) = == ZszG H .
~1
Si de plus G~1 est dérivable, avec € Loy,
limtr (T (F) = Tw(F ) = == ZkHG ( :
e " ken

-1
-2 xtr<d(iz )(X)G_l*(x)> do
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Si la somme Z k|[Tgll3 est infinie, alors lim tr (Ty(F)~" = Ty (F~1)) =

N—-+4o00
—0Q.

Enfin, & partir du théoréme de trace précédent, nous étendons les trois
principaux théoremes-limite de Szego au cas matriciel. Nous introduisons
I’espace de Hilbert :

BEV(T) = {M LT — M(C); M€ Ly |kl | Mk H < +oo}
k€EZ

muni du produit scalaire hermitien
(M, Ma) o2 = Z\km (M (k)M ()]
k:EZ

et nous faisons désormais I’hypothese ($)) suivante :

Hypothese ($) :

(1) F € L} et log(F) € L};. D’apres le théoreme de Helson et Low-
denslager, il existe alors une décomposition de F' en F' = GG*,
avec G € Hgﬁ+ .

(2) G est partout sur T une matrice normale et inversible, G € Hgy,
G~ e Hg.
(3) Tous les coefficients de Fourier de G~! commutent les uns avec les
autres, G~ € %3)’31/2 et log (G™1) € %;}1/2.
[ )

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréeme 2.8. Soit F' une fonction matricielle définie sur le tore T, a
valeurs dans le sous-ensemble de M, (C) des matrices définies positives
et hermitiennes partout, telle que F vérifie Uhypothése ($) et log(F) €

%;}1/2, F~le %;}1/2. Alors
lim tr (Ty(F)™' =Ty (F ) = Z\k\ tr [1og ) (k) F (k)},

N—+o0 k’EZ

= (log(F), F‘1>%§ﬁ1/2 .
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Théoréme 2.9. Avec les mémes hypothéses que le théoréme 2.8,

2
9’

N—+o0

lim_In(det Ty (F)) — tr (T (log(F))) = 5 " [K| [loa(F) (k)|
keZ

1

S

keN*

Corollaire 2.10. Soient F' un symbole vérifiant les hypothéses du théo-
reme 2.8 et I le disque fermé de C de centre 0 et de rayon n|F||rg -

.@:{w:weC;]w| SnHFHL§}

Soient 2 un ouvert conneze borné de C contenant 0 et le spectre o(F') de
F, et f:Q — C une fonction analytique sur 2, dont le développement
en 0 est

flz) = Zakzk.
keN
Alors [ induit sur M, (C) une fonction f M, (C) — M, (C) telle que
VM € M, (C), f(M) soit de type analytique, c’est-a-dire que

FM) =" apMP,
keN

chaque composante de M étant dans ). On suppose en outre que la matrice
wld — F vérifie le théoréme 2.8 pour tout w € Q\Z. Dans ces conditions,
pour tout (I'), contour rectifiable fermé de Q\Z entourant o(F),

lim tr (f(TN(F)) - TN (f(F)>>

N—+400

1
log(wld — F), (wld — F)~! dw.
= 7 w) (log(wld = P), (uid = F)7) Ly
Dans I'annexe B, nous donnons la solution du probleme de la prédiction
relatif & un passé fini pour un processus stationnaire centré du second

ordre, indexé par Z, a valeurs dans C", de densité F' = (flﬂ)léi,jﬁn :

Théoréeme 2.11. On suppose que F' admet une décomposition de Helson-
Lowdenslager en F = GG*, G étant une matrice normale et inversible sur
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T, telle que G € Hgy et G~! € HSZ. Alors la projection orthogonale de
toute matrice M de Lg:n,F sur Py_1 est donnée par

() =

{W+(MG) - T+

(s (rs(MG)@R) b |} G,

{(Id ~ Hj, Hoy)

(avec Hg\f) : L£2m,F — QZN_1>.

3. Inversion des Opérateurs de Toeplitz a symbole matriciel
(dimension supérieure a 1)

Dans cette section, nous établissons une formule d’inversion exacte pour
un opérateur de Toeplitz & symbole matriciel, qui se présente sous la forme
d’une matrice a blocs. Cette formule donne I'expression des blocs de la
matrice inverse.

Considérons un symbole matriciel F' hermitien, défini positif, intégrable
et régulier, c’est-a-dire que F' = F*; ' > 0; F € L£1m5 F' est inversible
dans 9M,(C) et log(F) € Liy.

Considérons également les espaces L?m -1 €t

KZ@N.F:Linmn(C){XpZPEN;1S]DSN}.F,

ce qui entraine dime(K) < +00.
Nous avons alors la proposition suivante :

s 9 1rz 112
Proposition 3.1. K C L,‘m’F,1 et K~ mr=t C P

Démonstration. On sait que Py C L£2m7F- Par ailleurs, si M € K, 9P €
PN; M = PF.

1
M2, : / tr (PEFLFP*) do
n, T

F—1 n
1
= f/tr (PF*P*) do
nJjr

1
:f/tr (PFP*) do
nJr

2
= IPI; .

126



THEOREMES-LIMITE DE SZEGO - CAS MATRICIEL

donc |1 M|lgz = 1Pl et M € L .

iR
On a donc K C L?m j—1- Posant maintenant Lgﬁ 1= K& KJ-, on
obtient VM € L%, ._,; M € K+, VM' € Py,

0:<M/F,M>L2 :<M,’M>L2’
o, F—1 m
donc M € L@J%,, d’ou la proposition. O

Remarque 3.2. Lgn, o1 C L$ﬁ. En effet, comme F' est une matrice hermi-
tienne, inversible et définie positive, il existe une unique matrice inversible
H = FY2 définie & partir de la forme diagonale de F' obtenue par une
matrice de passage unitaire, les valeurs propres de F' étant toutes réelles
et strictement positives.

Soit M € L3, . En utilisant 'inégalit¢ (4.1) du lemme 4.3 énoncé au
paragraphe 4.1, ‘on peut écrire :

1My, = IME2EY )y < nl|ME2) g [|FY2)] s

si ces deux dernieres normes existent.

Or
2 1
HMF—l/Z‘ _ 7/tr (MF‘l/QF—l/Q*M*) do = || M2, < +00,
L, nJr m,F—1
et
2 1
|72, = —/tr (FY2F2) do < |[F| g, < +oo.
Ly nJrt m
Finalement,

1/2
1M1y, < (IFlly,) 1MLz, < oo,

1
donc M € Lglm, et I'inclusion est vérifiée.

Viennent ensuite deux lemmes techniques, pour aboutir enfin a la for-
mule d’inversion :
Lemme technique 1. VQ € 2y, Tn(F)™1(Q) = 7 (Q)F~!, ou

TK . LiZm,F—l — K

est la projection orthogonale sur K.
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(1)

Démonstration. Rappelons que 7y est la projection orthogonale de L?m
sur Zy.
VQ € PN, Q = PF+ (Q — PF) avec P € &Py, PF € K et Q — PF €

2
Kt op Q = WEV)(Q) donc Q = 7rN)( F) + (1)(Q PF). Par
ailleurs, Q — PF € K" Lonr-1 = 7TN (Q PF) = 0, par la proposition

précédente. Donc Q = WN)(PF) = Tn(F)(P). Ainsi VQ € Py, 3P €
Py tel que Q = T (F)(P). L’opérateur T (F') est alors surjectif, donc
bijectif, puisque dimc Py < +00. Ty (F) est donc inversible sur &y et
P =Tn(F)"1(Q). Comme g (Q) = PF, mx(Q) = Tn(F) " (Q)F et

Ty (F) Q) = mx(Q)F .

O

Maintenant, K = Pn.F = {Hgfﬁ (@NHG_IH%I_G)} G*, puisque
d’apres l'expression (B.2) :

Py = [Ha 0 (On G HE G)| G
Posant alors
Ko = Hy 0 (OnnGTHHE G,

il vient K = KoG* et Ko = @n.G.

On établit alors le lemme suivant, qui prépare la formule d’inversion de
Vopérateur T (F) :

Lemme technique 2. Soit 7g, : Lgﬁ — Ko la projection orthogonale
sur Ky. Alors VQ € Py,

™ (Q) = 7x, (QG7) 6"
Tn(F) Q) = 7, (QG) G,
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Démonstration. Comme 7 (Q) L (Q — mx(Q)) dans L?m’F,l,
(T (Q),Q =7 (@))rz  =0.0r

1

(@@= muc(@)rz, = [ (n(QF Q- 7k(@)") do

— [ (k@66 Q- k(@) do

— (@G, (Q ~ (@) G ™) gz,
=0.

Or x(Q)G~ € KG™!* = Ky, donc 7 (Q)G~'* est la projection ortho-
gonale de QG—* sur K dans L?m. Par unicité de la projection orthogonale,
Try (QG™Y) = kg (Q)G ™1 et

Ti(Q) = 7, (QGT1) G,
Par conséquent :
In(F)7Q) = 7, (QG™) G F ™ = e, (QG7) 671
O

Le lemme précédent permet d’établir le théoreme d’inversion suivant :
Théoreme 2.5 : Inversion exacte d’un opérateur de Toeplitz a
symbole matriciel.

Soit F' un symbole matriciel décomposable en F' = GG*, G étant une
matrice normale et inversible partout sur T, telle que G € Hg; et G 'e
Hg. Alors

(i)Ja€]0,1]: VNN HH@NHHL?mgOJ,
(ii) Ty (F') est inversible et on a pour tout QQ € Py,

In(F)"H(Q) = m+(QG™)G™
{(Id - HQIZNHH@NH)_l <7r+ <7T+(QG_1*)<I>}‘V+1)>} DNy

On pourra comparer cette formule & [30, 31].

— T4 G_l.
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Démonstration. La démonstration de (i) est faite au paragraphe B.2 (pro-
position B.4) et celle de (ii) est calquée sur celle du théoreme 2.11 du
paragraphe B.3 (voir annexe B).

En utilisant les notations des lemmes techniques 1 et 2, et comme

Ty (QG™Y) € Hyf N (CDNHGAH%{G), par une démarche analogue a la
démonstration du théoréeme 2.11, on obtient

i, (QG7Y) = 7 (QG™Y)
— Ty {{ (Id — H$N+1H<PN+1)_1 (7T+ (7T+(QG—1*)<I>*N+1)) } ‘I)N+1} ,
et Ty (F)HQ) = 7k, (QGil*) G~!, d’ou le théoreme. N

Corollaire 2.6. Soient P € &N N Hgy, P non nul et inversible avec
P le HER et G = P~ alors

— * —
H(I>N+1 — H(I)N+l — 0,

et on a pour tout Q € Py,
Ty ((P*P)*ly1 (Q) = 74 (QP*)P — 7y (QP*®%y,,) Dy i1 P.
Démonstration. En prenant G = P~! dans le théoreme , on obtient
Tn(F) Q) = m(QP*)P — my. [my (4 (QP") @ iy) Prvia] P,

Or my (7T+(QP*)‘I’7V+1) =Ty (QP*(I)}k\H-l) —Hg,, (7 (QFP7)).
Par ailleurs, VM € HZ,
<H$N+1 (T (QP%)),M)2 = <7T—(QP*)¢7V+DM>L§R

m

= (- (QP"), M®N11) 2,

mais MOy, = MONT'P)P~! et on a simultanément M € HZ,
XNHIP* € Hyb et Pt e HE,
donec MOy € Hyl et (T (QP*), M®y41)1z = 0.

Finalement, Hj  (7_(QP*)) =0 et

N+1

Ty (TH(QP) DN, ) = Ty (QP" PRy y,) = B.
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Ty [y (T (QP) PN ) D] = mi (BON1)
= BOnt1 — 7 (BPN11)
= BPn41 — H‘I’N+1(B)'

Mais Ho, ., (B) =0, et donc Ty (F)"1(Q) = . (QP*)P — Bdy 1 P. O

4. Extension au cas matriciel des théorémes-limite de Szego

Dans cette section, nous établissons a partir de la formule d’inversion
du paragraphe précédent un théoreme de trace asymptotique dont une
conséquence est une extension au cas matriciel des théoremes-limite de
Szego.

Nous commengcons par introduire la notion d’angle de sous-espaces d’'un
espace de Hilbert :

4.1. Angle de sous-espaces d’un espace de Hilbert

On considere ’espace de Hilbert Lsz > ou U est une fonction matricielle
sur T, & valeurs dans le sous-ensemble de 91,,(C) des matrices définies
positives partout sur le tore T.

Définition 4.1. On appelle angle des deux sous-espaces X"/’Hg{ U et ng? U
le nombre réel positif ou nul :
1 /
k k
pe(U) = Sup{’<x MvM’>Lgﬂ’U‘} = Sup{‘n/qrtr (X*MUM?™) do }
la borne supérieure étant prise pour M décrivant LS;DH%{ > M décrivant

LN Hgﬁ_U de sorte que ”MHLgnU = ”M,HLYQDI,U =1.

Si log(U) € Ly, on peut décomposer U en U = V*V avec V € Ha et
V-le Hif, dou

tr (FMUM™) = tr (MV)(FVIV)(VM™)).
On suppose de plus que V' € Hg; et v-le Hgg. Posant alors op(VhH =

, -1
VIV W = (VM)(MV), W= W et Hyy = Lip 0 HS;  on a la
n

proposition suivante :
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Proposition 4.2.
) =sup{| [ (Wn(v 1) do

= sup { [{@n(V 1), W) 13,

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant :

W € Wy, <1},

LW e Hiy, [ Wiy <n}.

Lemme 4.3.

(i) VA € Lgﬁ , VB € Lgﬂ ) HABHL;j,I SnHAHLgn”BHLgn )

(i) VA € Lgy , VB € Ly , [[ABllg < nllAllcgllBllrg- (4.2)
Démonstration. (i) Posons A = (ai j),<; j<, €t B = (bi j)1<; j<,- Alors
k=n k=n
IABlli=" > Dairbes| < Do > lai wllbx i,
1<ij<n k=1 1<i,j<n k=1

ce qui donne successivement les majorations :

k=n 1/2 k=n 1/2
IABh < ) (ZlamF) (Zlbkjl2>

1<ij<n \k=1 k=1

(S50t " (5) " (erb ) " (zl) "

i=1k=1 i=1 j=1k=1

IN

IN

1<i,k<n 1<k,j<n

1/2 1/2
S\/ﬁ( > !aiklz) W( > Jbk j|2> ;
en utilisant trois fois I'inégalité de Schwarz. Or

D> ai kf* = tr (AAY),
1<i,k<n
et

> bg ;P =tr (BBY),
1<k,j<n
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donc
|AB|1 < (n tr (AA )2 (n tr (BB*))Y?
IAB|ly < n (tr (AA")"? (tr (BB))"/?
1
EHABHl < || All2/|B]|2-

On en déduit
4By, < [ 14la]1B]2 do.
T

) 1/2 , 1/2
4Bl < ([ 1413 a0) ([ 1815 o)

1/2 1/2
1By, < (nllAl3: ) (nBI3; )
|AB| < nllAlls [1Bllz,.

et

d’ou le résultat.

(ii) Posons A = (aij);<; j<, €t B = (bij)i<; j<,- Alors
k=n
|14Blloc = max ;aikbkj :

ce qui donne successivement les majorations :

k=n 1/2 k=n 1/2
2 2
|AB|o0 < max ((g_l\aikl ) ) pax, (<k§_1|bkj’ ) )

< . :
< (Vi ol ) (v, s
< nf|Alloc || Blloo-
En passant a la borne supérieure sur le tore T, on obtient
|AB|[ge < n[|Allgs || Bl g -
O

Montrons maintenant la proposition 4.2 :
Comme [|M ||y | = |IMV]zz, et [Mlly, = VM| 3, MV € B3

et VM'™* € Hg%?' , donc W € Hg,?’ et on déduit du lemme précédent que
W € Hjy = Lip N Hyy,

133



J.CHANZY

puisque
Wy, < nllMVI[z [VM 7|2 < +o0,
et [Wllrge < nl[MV||pg||VM™||Lg< +oo.
Par ailleurs, si [|MV[2 = 1et HVM/*HL;T = 1, [[W|py, <met HWHL;n <
1. D’autre part,

Tll/Ttr (FMUM'™) do = i/Ttr ((VM’*)(MV)%(V*)) do,

= 1/Etr (Wgok(V_l)) do,

n
= <()0k(vil)7 W*>Lgnv
= / tr (chk(V_l)) do.
T
En passant aux bornes supérieures, on obtient 1’expression annoncée. [

La proposition suivante exprime le lien qui existe entre I’angle des deux

sous-espaces Hg; -1 €t H92n_ -1 €t la norme-opérateur de I'opérateur

de Hankel Hg, , et permettra de donner dans le paragraphe suivant une
estimation de py(F~1) :

Proposition 4.4. Pourk=N,V =G ' etU=F"', ona

pe(U) = | Hay ||z, = pn(F7),
et

pn(F71) = sup { [(@n, W) 2.
pn(FY) = sup { (W, ®3) 1.

pN(F~Y) = sup {‘/ tr (W@N) da‘ W € Hyy, ”W”Lén < 1}.
T

LW Hyy, [l <nf

W€ Hy [ Wiy, < n}

Démonstration. En effet, on vérifie facilement que VM € H;;FF,I et VM’ €
2—
Hm,F71 9
(xXNM, M) = (MG oN, M'G™") 5 .

o, F—1
Par ailleurs, si M € HDZRJFF,M MG™' e Hyf etsi M’ € H;;F,l, MG~ ¢
Hgﬁ_, avec
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MGz = 1Mz et [M'G"||2 = ||M'] 2
R o, F—1 m 0,
On en déduit que
AN M, M = (r (MG oy), MG 2

-1

-1 —1x*
= (Hay (MG™), M'G™") 2 ,
et ainsi, en passant aux bornes supérieures,
pn(F7Y) = Hay |2, = pn(F7Y).
D’autre part, o (V1) = xNGG™* = xNG~*G = dy, et

1 /T tr (FMUM™) do = % /T o (MV)(VM™ (V) do

n
- /T tr (VV@N) do.

4.2. Théoreme de trace asymptotique

Dans cette section, nous montrons un théoréeme de trace asymptotique
dont une conséquence immédiate est une extension au cas matriciel d'un
théoreme-limite de Szegd. Nous nous placons toujours dans le cas d’un
symbole F' & décomposition de Helson-Lowdenslager en F' = GG*, G étant
une matrice normale et inversible sur T, telle que G € Hgy et G le Hgyg.

Proposition 4.5.

(i) Pour toute fonction matricielle F' définie sur le tore T, telle que
F € L, log(F) € L, et F = GG*, G étant une matrice normale et
inversible sur T, telle que G € Hg} et G 'e H,

li F~1H =o.
N—1>I—rl-loopN( ) 0

(i) En particulier, si P € Py_1 N Hg, P non nul et inversible, avec
pPle HgR et G = P~ alors

pN(F~1) =0,

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant :

135



J.CHANZY

Lemme 4.6.
(i)VneN, n>1, VM € M,(C) ,
M| < [M]],< n® | M]]
Moo < IM]|y < nl|M]|,
1Ml < |[M]ly < nlMl,.
(ii) Vn € N, n > 1, et pour toute fonction matricielle M définie sur T et
o-mesurable ,
2]y < nl|M ]
182]) . <02 M)

1Ml < vVnl Mg, -

Démonstration.
(i)VneN, n>1,VM € M, (C),

M|, = 1S?{E}X§n!mij |

S mayl,

1<i,j<n

> sup  |mij|

1<i,j<nlStjsn

IN

IN

d’ou

1Mo < My < n?[[M]|, -

D’autre part,

2
2
1, = (masc i 1)

Il

=)

®

"
~— 3
E

<

T
~——
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ce qui donne successivement les majorations :

2 2
M5, < 2 fmaj 7,

VAN
A~
=
AN
“@.g
<.
/\><
3
3
o
~—_
(Y]

1<i,j<n V=
2
< (s
2
< (n max_ |m; j |)
1<i,57<n

On en déduit que
M| < [|M]ly < n|[M]| -

Enfin,
2
2
Z Im; |~ < Z lmijl|]
1<i,j<n 1<i,j<n
et
1/2 1/2
> mij| < oo fmag ) >,
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
donc

[M]ly < [[M]]y < n[[M].

(ii) Vn € N, n > 1, et pour toute fonction matricielle M définie sur T et
o-mesurable, on a

1
1My, == [ 1M, do.

1

1) do
nJr

§n/ M do,
il

< | M|

IA
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D’autre part,

M1y, < [ 141, ao.

1/2 1/2
(g ) (fr)"
T T

< (nlnis )",

< \/EHJWHLSQUt
Enfin,
1
2 2
M35, =~ [ 115 o,
et ainsi
1
M|J%, < f/ M|? do,
8135, < - [ 117 a0
1
< [t o,
nJr
<n3 2 ..
< M2
Donc
3/2
M|z <n / M| g -
Finalement,

1]y, <Ml
< 3/2 _
HMHLgﬂ =n HMHLM )
<
1Ml < VA Mz -
O

Montrons maintenant la proposition 4.5 :

Ona ®y = xNG~™G. Posons GG = Y x'Q, qui est une série norma-
leZ

lement convergente dans L2, comme produit des deux séries normalement
convergentes dans L?m N Lgy :

G—l* — ZkuZa (G—l — Zxkrk) ,

keN keN
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et
G=> ¥Gy.

keN
Pour tout W € HglJt7 on pose W = 3 x*W}, qui converge dans L?m.

keN
On peut écrire

I=N-1
Ga= Y X+ Y X
I=—N+1 U>N-1

et donc

I=N-1
Woy =x{ Y X 'W X N Do W > X',
keN I=—N+1 keN l[>N—1
Alors

N(ZXka)(lg:lXQl):X > Xp(kgjle_ka))

keN N+1 p>N—1 N+1

p=N—-2 k=p
> xp( > wa)
k=

—N+1 =—N+1

) () (5(zen-a))

(zem) (Zre) v (2, (gemn))

On a alors

. k=N—1 p=N—2 k=p
W@Nsz( zxp( > wp_mk)+ > xp( > wsz))
D k=

p>N—1 \k=—N+1 =—N+1 =—N+1

N (Z (prwp_kﬂk) + z_j (prwp_kszk» ,
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et

k=N-1

/Ttr (W@N) do = Z Z /TXerNtr (Wp—iQ;) do

p>N—-1 k=—N+1
p=N-2

k=p
+ Z Z /H‘XerNtl" (Wp_ka) do

p=—N+1 k=—N+1

+ Z Z/EXP+NtF (Wp_ka) do

k>N p>k
+ Z Z/XerNtr (Wp,ka) da,
k<—N p>k“T

ce qui entraine /tr (W@N) do = Z tr (WkQ_(N+k)), puisque les
T
keN
trois premieres sommes de la précédente égalité sont nulles et la derniere

est égale a > tr (WkQ,(NJrk)). On en déduit que
keN

/T tr (W@N) do

<3 for (Wt )|
keN

< Wil [ 2,
keN
1/2

1/2
< (Z rmr%) (Z Hﬂ—umez) !
keN keN

en appliquant deux fois I'inégalité de Schwarz. Or

) 1/2
7., === (kZN ||Wk||§) ,

donc

1/2
< (Z ||Q—z||§) Vi | W]

I>N

[ (Won) a0

y
Lom
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Comme W est dans Hgﬁ, on a ‘ 7 < +00, et on peut trouver une

constante C,, > 0 telle que

], <00 o

En passant alors a la borne supérieure, on obtient

1/2
0<pn(F ) <VnG, ( > HQA\%) :

(>N
Alors,

. 2 . -1
NE‘EO%JN Iull3 =0 = lim pn(F~) =0,

Par ailleurs, on a vu que si P € &ny_1 N Hg;, P non nul et inversible, avec
Pl e H et G = P71, alors Hg, = 0, donc pn(F~1) = 0. O

Théoréme 2.7 : Théoréme de trace « a la Szego ».
(i) Soit P € ZNNHSY, P non nul et inversible sur T et tel que P~ € Hg.

k=N
SiG=PtetP= Y xFAy, alors
k=0

e (Tn() " - T (F ) = -2 Zk|rAk||2——2< TP

m

(ii) Dans le cas général, si G et G™1 sont dans HgR, on pose G=! =

S xFTy, avec
keN

—

Ty = G-1(k) € M, (C), Vk € N.
Alors, si Y k||Tk||3 < +o0,
keN

v (Tn ()~ Ty(F ) + (anrkuz (N+1) 3 Hrk||§)|

k>N41
4 pN+1(F~

< - ZkHFkHz :
n1—(pny1(F~ keN
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On en déduit

Jim_tr (T (F) = Tw(F ) = - %kHG H .
Si de plus G=1 est dérivable, avec d (dGz_l) € Lén,
Jim_tr (Tw(F) ! =T (F)) = - %kHG } ,

-1
= xtr<d(§z )(X)G‘l*(x)> do.

Si la somme Z k||[Tgll3 est infinie, alors lim tr (Ty(F)~" = Ty (F~1)) =

——+00
—OQ.

Démonstration.
(i) Cas G = P71 . vQ € Py,

Tn(F)™HQ) = m(QP")P — 14 (QP P} 11) Py P,
=QF ' —m_(QP")P — 714 (QP* P} 1) P11 P,

Tn(F)7HQ) = Tn(F™)(Q) — 7§ (7_(QP")P)
— 7 (71 (QP* @iy n 11 P)

puisque Ty (F)™1(Q) € Py et en utilisant 7T§V) L%, — Py, la projec-
tion orthogonale sur &5. Nous devons donc calculer

e (T T () = - 3 ) (r PP A,

k=0
_ k:ZN<7r§\}) (7’[‘+ (ka*(p}k\[+1) ¢N+1P> 7Xk>Lgn
k=0
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(! (7= (EPOP) XMz, = (- (PP 1,
= (- (X"P*).xX"P*) 2,

= =P

L3

k=N s=N—k
SiP= Y xFAg, etsik#N, alors m_(x*P*) = Z X° AL s et
k=0

st

9 s=N—-k
Hﬂ_(XkP*) L?m: Z | A% +kHL2 =— Z 1 Askll3 -
s=1

I=N s=0
Si k=N, alors YVP* = 3 Yl_NAT = > XAl N et (XN P*) =0.
=0 s=—N

On a donc
k=N—1

1 * 1
S W (7 (FPYP) X = - | Asrll5
k=0 k=0 s=0
1 k=N—-1 [=N )
=Y
k=0 I[=k+1
k=N
1 2
= > kA2
k=1

Par ailleurs,
1 * *
<7T](V) (7T+ (ka @E+1)‘PN+1P) 7Xk>L§ﬂ: (s (XkP*‘I)NH) on+1 B Xk>L52m
= <7T+ (ka*q)}(\[_t,_l) 7ka*q)}<\/'+l>l/£2m'
D’ou
2

o8 (s (5P Bic) own) g, = s (P00 ) [

D’autre part, si k # 0,

I=N s=k—1
XkP*‘I’}‘vH _ YN+1—k;P _ le—i-k—(N—H)Al — Z Y A kNt
1=0 s=k—(N+1)
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s=k—1
done 7y (X P (I)N+1> = 20 X*As—k+N+1, €t

9 sk 1 1 =N )
[ (¢Prana) [ =2 3 viivali=1 3 A2,
m s=0 I=N+1-k
s=—1
Sik=0,P®y,, = Zx (N+D) 4 = (sz+1)XSAS+N“’ donc
-

+ (P @) = 0.

On a donc
k=N 1k=N =N )
N+1—k _ 4
> i (e (RNTFP) e P) g, = >l
k=1 k=1 I=N+1—k
1 k=N )
— >kl
Finalement,
_ _ plist dP
F (TP = Tu(FY) = <2 Yl = 2 (XL 00 P -
k=0 Lon
(i)
Tn(F)™HQ) = 7+(QG™)G™!
~1
-y { Id H<1>N+1H‘1>N+1) <7r+ <F+(QG1*)(I)}<V+1))} Dy a1

Tn(F)™H(Q) = Tn(F~)(Q) — 7 (7-(QG™)G7)
D (m H (0~ My, Hoy,) (7 (M(Qa—l*)cb*]vﬂ))} <I>N+1} G—1> .
Or

(1d - H;,, Hay.,)

1
=14+ Hy,, Ho,,, (10— Hj, He,.) .
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-1
donc, en posant K = Hg . Hoy., (Id - H&;NHH@NH) ,
Tn(F)HQ) = Tn(FT)(@Q) — 7 (7 (QG™)G™)
s (7T+ (W+ (W+(QG (I)N—i-l) ¢N+1) G~ )
o) ({1 (e 0605 ] 67

Posons A(Q) = w](\}) (7T+ (7r+ (7r+(QG_1*)<I>}"VH) (I>N+1> G_1>.

T4 (7T+ (7T+(QG_1*)(I)7V+1)‘I’N+1> Gl =my <7T+(QG_1*)<D*N+1> Oy G
— Hay Hy,, ., (74(QG™1)) G
= (QGT)Piysy) Dy ia G
— T4 (Wf(QG_l*)‘I’}‘vH) Oy Gt
— Hoy, Hay,, (70(QG71)) G

(ACK) XM, = (m (KGO ) Ovn G

— (- (Wf(XkG )(I)N—i-l) Py Gt k>L

o
- <H<I>N+1H<DN+1 (7T+ )

<~'4(Xk)an>L§jt = H7T+ (XkG_l*q>7V+1> ;ﬁ

— (Hi,, (-G e (FGh )i,

en utilisant HQI‘;NH (7r+(XkG*1*)) =0.
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Finalement,

k=N 2
o (r - = -5 e (i)
k=0

Ly
=y NA1—k ~—1)]|2
_I;)HM(X Hhe) 12,
k=
+ Z <H$N+1 ( ( k:Gfl*)> T (XNJrl kG )>

k=0

k=N _

— Y (Hyy, Hoy,, (1= Hyy Hayy) (M), (Men))rz,

k=0

avee : Myn = 7t (M(XkGfl*)‘I’*NH) =Hpy (”+(XkG*1*))'
Evaluons les deux premiers termes de la somme précédente. Si G—1 =

STy, alors
leN
kG 1* ZYSFHS’
sEN*
R
et

. (YN—H—kG—l) _ ZXpr—k+N+1~
peN

On en déduit par un calcul direct que

k=N
> = (o) i(zkurkuz +(N+1) Y urkuz),
k=0

E>N+1
et de méme

ZHW (N+1 kG )

i(zkumb (N+1) 3 mu%)

k>N+1
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On obtient alors

tr (TN(F) —Tn(F ) (Zk”FkHQ (N+1) Y ||Fk”§)

E>N+1

i
z

= > (Hiy,, (m-0FG) my (RVRG) )

??‘a‘
gll
o

(o Hoy,o (10— Hyy Hoyly)  (Min) s (Mia))rz,

el
I
=

On peut majorer les deux sommes du deuxiéme membre de 1’égalité
précédente :

Premiere somme :

> (Hi,,, (m-(FG) o (46 g,

<) (5 - (46)

2
Lim

’W+ (YN-i-l—kG—l)

1/2
) /
L

(’:SOV [ (4G )

Léﬁ)
1/2
)

L§ﬁ>

<ovaa ) (5 - (v )
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> (Hs,,, (TL(XkG_l*)) s Tt (XN+1_kG_1)>L§m|

< pn41(F (Zkﬂfkﬂz +(N+1) Y ||Fk”2>'

k>N+1

Deuxiéme somme :

k=N —

> (Hiyy Hoxy (1= Hyy Hay ) (Min) (Min))zz,
k=0

12 k=N

pn+1(F71))
o+ 7 2 Ity

T 1= (o (P

Majorons HMkNH%Q , avec
m

My Ny =m¢ (7T+(XkG_1*)(I’7V+1) =Tt (YNH_kG_l)*HZI?NH <7L (XkG_l*)>-
Il vient alors

oty = e (2576 o i (- () )

—(my (XNJrl kGfl) Hj (W_ (XkGil*))>L§n
—(Hyy, (7 (FOT)) e (VTG g,

2
Lsm

2

2 o) e ()

1Ml < e (R 17F6)

L3y
+ 2N (F™ 1)H7T+ (YNH_kG_l) 2 g (XkG_l*) R
k=N
ZHMkNHL? <-— <1+PN+1 ) (Zk||rk||2 1) > ||Fk’2),
k=0 k>N+1
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et donc, en posant

k=N
S=>kITel3+ N +1) > |Tkl3,
k=0 k>N+1

tr (Tn(F)™ = In(F 1)) + ZS|

l -1
<= <PN+1(F )+ 1— (pnyp1(F~1))?

pv1(F7) (1= (v (F)")
(1= pnt (F D2 (1 + s (F1))
PN+1(F*1) ,
T (v (F ) (Z : ||rk||2) |

keN*

(onv1 (F71)? (1 + PN+1(F_1))2> S

IN
SHES

S,

IN
SR

Comme
lim FH=0
NF++QJUV+1( ) )
on obtient la limite annoncée, si Y k [|Tx||3 < +oo. Enfin, un calcul direct
keN*
permet d’établir, si G~! est dérivable et sa dérivée est dans Léﬁ,

% Zk”éjl(k)Hi . /Tx tr (d(j;)(x)Gl*(X)> do.

keN n

Si Y k||Tk|l5 = +oo, alors, par linégalité triangulaire inverse,
keN*

-1 _ -1 22— (PN+1(F71)+1)2 2
‘tl" (TN(F) TN(F ))’ > n 1_ (pN+1(F_1))2 (kg*k HFkH?) :

et donc

. -1 1\
lmtr (Tw(F)~ = T (F~)) = —oc.
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4.3. Théorémes-limite « a la Szego »

Dans cette section, nous étendons au cas matriciel les trois principaux
théoremes-limite de Szegd. Nous introduisons I'espace de Hilbert

B (T) = {M:’]P—>9)Tn(<C); M e Ly ; Y |k Hﬁ(k)Hz < +OO}’
keZ

muni du produit scalaire hermitien

1 — —
My, M- = — kltr |My(k)Ms (k
(My, Ma) a2 nk%\ [or [ D3 (k)M ()]

associé a la norme

1M

) 1/2
= (3 Swll)
S

Remarque 4.7. (i) Le lecteur pourra se reporter a [5] ou [2], qui traitent des
espaces de Besov dans le cas scalaire. Nous pouvons en particulier définir

1
un espace de Besov d’ « ordre 2, 3" dans le cas matriciel par %’;’Il/ 2 (T),

1
a partir de I’ espace de Besov scalaire d’ « ordre 2, 3 » dans lequel nous
placons les composantes de nos matrices.
(ii) Pour toute fonction matricielle M; de %gj}l/ 2, dérivable sur T, et telle

que M; soit dans Hg; et L soit dans Léﬁ, et pour toute fonction

- 2,1/2 -
matricielle My de %ﬁ/ , on peut écrire

(M, M2>33£2v}1/2 =

Ly ka(mmin®) =1 [ (Bwmm) a ws)

kEN* "
En particulier, si My = M} = M,

2ae = S RG] =2 [xe (T m) do @)

| .
keN*

Ces propriétés se vérifient par un calcul direct.
(iii) On utilisera dans le théoreme 2.9 la propriété suivante de la norme
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de(%§;/2:
VM, € %925{1/2, VM € %;}1/2, hermitiennes,

(M, Ma) o2 = %(Z k tr [M1 (k)]),

keN*
et si My =My =M,

120 =2 Sk |52
keN*

Dans toute la suite, nous utiliserons I’hypothése ($)) suivante :

Hypothese () :

(1) F € L} et log(F) € Li;. D’apres le théoréme de Helson et Low-
denslager, il existe alors une décomposition de F en F' = GG*,
avec G € Hg; i

(2) G est partout sur T une matrice normale et inversible, G € Hgy,
G ' e Hy.

(3) Tous les coefficients de Fourier de G~ commutent les uns avec les
autres, G~ € %;}1/2 et log (G™1) € 95’923}1/2.

[ )

Nous avons alors le théoréeme suivant, qui correspond au premier théo-
reme de Szegd dans le cas scalaire :

Théoreme 2.8. Soit F' une fonction matricielle définie sur le tore T,
a valeurs dans le sous-ensemble de M, (C) des matrices définies positives
et hermitiennes partout, telle que F vérifie ’hypothése ($) et log(F) €
B PV e B Alors

lim tr (TN(F) —Tn(F ) Z\kl tr [log ) (k)F—1 (k)}7

N=eo " ez

= (log(F), F—1>%§ﬁ1 P
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Démonstration. Nous aurons besoin de deux lemmes et d’un lemme tech-
nique :

Lemme 4.8. Pour toute fonction M de Hg;, dérivable sur T, dont tous
les coefficients de Fourier commutent les uns avec les autres, et telle que

—— soit dans Lz%n? M commute partout sur T avec sa dérivée, c’est-a-dire

z
dM dM
— M =M —.
dz dz

Démonstration. Toute fonction matricielle M de Hg; vérifie, pour tous
caracteres y1 et xao,

M (x1) = Y_x¥M(k),
keN
et
M (x2) = > x5M(1).
leN
Alors le produit des deux est de la forme

M (x1) M (x2) = Z ZX]leQJ/W\(k>M(l)'
keN IeN

La série lefxlzﬂ (k)M (1) converge normalement dans L2,, puisque

leN
2
SbAMRI0)| = > |sm )|,
IeN 12, leN
<. LGN
< Hmwuigumwi

—~ 2
< |3 @w)||, 13 )3, < +oo.
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2
et la série Z lefxé]\? (k)M\ (1) est convergente, puisque
keN ||leN L2
m
2
— — 2

SO IAEMEMQ)| < | M) 1M,

keN ||leN rz, keN

2 2
<n IMO)lZ 1M ()25 < +oo,

ce qui assure la convergence de la série-produit dans Lgﬁ. On a dong,
puisque les coefficients de Fourier commutent,

M(x1)M(x2) = Y S xibM (k)M (1),

keN [eN
=3 S b M) M (k),
leN keN
=M (x2) M (x1) -
Soient h un réel non nul et § €] — m, w]. On déduit alors de ce qui précede
que
u (629) u <62(9+h)> Y (€%(e+h)> Y (Je)
et

Un passage a la limite quand A — 0 nous donne alors

 (¢9) a(ar(e)) a(m () (i),

dé dé
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(0 () . an
Mais 0 =7y p (x), ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 4.9.
(i) Soit M € M, (C), de spectre o(M) et de rayon spectral

o(M) = max {|¢| : p € (M)}

1
non nul et strictement inférieur a 1, alors ¥Vt € C, tel que |t| < m,
0
thrl

——— Mk (4.5)

log(Id — tM) = —Z]H 1

keN
Si o(M) = 0, l’égalité précédente est vraie Vt € C.
La fonction matricielle t — log(Id — tM) est donc analytique sur le
disque ouvert

1
D:{t:tEC; t <}7
g o(M)
et sa dérivée s’écrit

4~ ean)

4 (log(Id — tM)) = i(Id —tM)(Id — tM)™! = (Id — tM)—la

dt dt
= —M®Id—tM)™t = —(1d —tM)~' M.
(i) Pour toute fonction matricielle M de Lgy telle que
1
||MHL§J{O < Hu
la série de (i) converge dans Lgy, Vt € C, tel que
1

[t <
n || Mg’

La fonction matricielle t — log(Id—tM) est donc analytique sur le disque
ouvert

/ . . 1
D {t.teC7 t] < - HMHL§}’
et sa dérivée s’écrit
4 (log(Id — tM)) = i(Id —tM)(Id — tM)™! = (Id — tM)—li
dt dt dt
= —M®Id —tM)™t = —(1d — tM) "' M.

(Id — tM)
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(iii) Pour toute fonction matricielle M de HgY, dérivable sur T, avec

dM
—— € L., dont tous les coefficients de Fourier commutent les uns avec

z
les autres, et telle que :

1
1M]lrgg < —,

la série de (i) converge dans Liy, V't € C, tel que

1

|t <
n || Mg’

'égalité (4.5) est vérifiée dans Ly, et on a

2(1og(1d—tM)) = 88 (Id—tM)(Id—tM)~* :(Id—tM)_I%(Id—tM).

0z 0z
Démonstration. Pour la démonstration de (i), voir [16].
(ii) Remarquons d’abord (voir [15] et lemme 4.6 (i)) que

(0(M(2)))* < % o (M(2)M*(2)),

< % tr (M (2)M*(3)),

<n [M()5 <n Mg,

et
0(M(z)) < [[M(2)]ly < n [[M(2)]loc < n [[M]Lgg, (4.6)
donc
Sup o (M(z)) <n || M||rg- (4.7)

1
Dans ces conditions, si [|[M|re < —, alors Vz € T, o(M(z)) < 1. Par
n
ailleurs , le lemme 4.3 (ii) montre que VA € L3, VB € Lgy, |AB| g <
n ||All g || Bl Lgs - Ainsi HM2||L§;t <n HM||%$ et par itération du procédé,
k k-1 k k 1 k 1
| M HL§ <n HMHL%donc | M ”L§ < - (n HM||L§) . On en déduit
que VS1 € N, VSy € N, tels que S; < So,

k=2 ki1 k=5 M)
ZL o] < ISY (n I “LS.%)
kzslk+1 e n3 k+1
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Cette derniere somme tend vers 0 quand S7 et S5 tendent vers 400, des
que n [t[[|M|| Lz < 1, ce qui assure la convergence normale de la série dans
L3y, et 'égalité (4.5) est vérifiée dans Lgy. Enfin, VS € N,

) k=S o1 k=S k=S k=S
k+1 1Y) _ kark+1 _ kark _ kark
e e L

Par passage a la limite quand S — +00, on obtient

gt (log(Id — tM)) = —M(Id — tM) ™' = —(Id — tM) "' M.

(iii) L'inégalité [|M(z)[ly < n [|M(z)[loc de (4.6) entraine ||M|Lz <
. 1 1 s
Vi [M|[rg et si[[M]lg < . alors HMHLgjt < N et d’apres (4.7),

sup o(M(z)) < 1. Par ailleurs , le lemme 4.3 montre que VA € Lg,
z€T
VB € Lg,

IABIl s, < n llAllge IBllz, < n® [Allzg | Bllzg.
Ainsi ||M2HL£1m < n? ||MH%; et par itération du procédé,
k k k
1Ay <k (M,
donc
. k
IMF] < (n 1M ]1g)

On en déduit que V51 € N, VS3 € N, tels que 57 < 59,

k+1
kS g ke (n 1]1M |15
Z Mk+1 < Z m
Skl =1 k+1

Cette derniere somme tend vers 0 quand S7 et Sy tendent vers 400, des
que n [t[[| M|z < 1, ce qui assure la convergence normale de la série

dans Liy, et Pégalité (4.5) est vérifiée dans L. Enfin, par le lemme 4.8,

156



THEOREMES-LIMITE DE SZEGO - CAS MATRICIEL

VS e N,
o ( =3k kHdM
0z <_k§:ok‘—l—1 Zt

77 ko rk
—tdZZtM,

0

Id — tM)S tFM*.
82( Z

k=0
Par passage a la limite quand S — +0o0, on obtient
0 0 1
% (log(Id —tM)) = &(Id —tM)(Id — tM)

Par un raisonnement analogue, on montre la deuxieme égalité.

O

Lemme technique 3. La fonction matricielle G—1 posséde les propriétés

sutvantes :

(i) G~ est limite radiale d’une fonction matricielle M, définie sur T par

M,(x) = GY(rx), Vx € T et Vr €]0,1[, G~ étant définie sur D = {z :

z € C avec |z| < 1} telle que si G~1(x) = Y XTIk, Vx € T, G Y(2) =
keN

S 2FTy,, Vz € D. De plus, P_)H% M, (x) = G7Y(x) presque partout sur T

keN
< 0<r<1

2
et en norme Liy.

(ii) On peut définir la méme détermination continue de log (M, ) pour toute
la famille (M,),, dés que r est suffisamment proche de 1 (0 < r < 1), et
pour log (G™1). On peut donc définir log (M,) et log (G™1) par
log (M) = log (T'g) + log (Id — 2(n + 1)K, ),
r

avec K, = —mx S rkxkTy g1, et

log (G™") = log (To) + log (Id — 2(n + 1K),

1
avec K = —mX 2 X 1ﬂo Ly
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(iii) Les coefficients de Fourier de log (G™1) vérifient

—

log (M,) (k) = r*log (G-1) (k).

Démonstration.
(i) Posons G™1 = (%) 1<i.j<n- Les ¥;; sont des fonctions de type analytique
définies sur le tore T, et de carré intégrable sur T. Si

D={z:2z¢€Cavec|z| <1},
comme G ! est dérivable, nous savons (voir [26]) qu’il existe presque par-
tout sur D, Vi,Vj, une fonction u;; de la classe de Hardy

H?(D) = {f : D — C holomorphes ;

Ju € Ry;Vr €]0, 1] ;/ If (r))? do << +OO},
T

telle que lirr% wij (rx) = ¥4ij(x), presque partout pour x € T, et
g
0<r<1

lim /11‘ luij (rx) — ¥ij(x)]* do = 0.

Posant alors G~ = (Wij)1<i jn €0 Mr(x) = G~ (rx), on peut définir une
classe de Hardy pour des fonctions & valeurs dans 9, (C) :

Hap(D) = {M : D — 9, (C) holomorphes ;
Jv =n’p e Ry;Vr €]0,1] ;/ | M (rx)||3 do <v < +oo}.
T

Alors G1 € Hip(D) et Vr €]0,1], [|M,]|2, < np. Onadonc lirr% M, (x) =
rTr—
. 0<r<1
G~1(x), presque partout sur T, et

lim M, ~ Gz, =0,

0<r<1
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On sait d’autre part, en raisonnant sur les composantes des matrices, que
si C désigne le cercle-unité parcouru dans le sens positif, M, est 'intégrale
de Cauchy de G~!

) dg,

M, (x) = =y

o
29w JC

2171' / §—z ' (48)

Calculons maintenant les coefficients de Fourier de M, :

k) = / M, (X do (),

_ -k
2171' </ §—rx d{) dox):

Par le théoréeme de Fubini-Lebesgue sur les fonctions intégrables, appliqué
aux composantes des matrices, on obtient alors

— 1
M: (k) = 2 </ §£—rx dolx > 4t

1 T o T — ko
_ / G- (e”) | = a0t an
42 J-n -7 ezt _ 7'629
_ 1 ™ o ™ —2k8
Mo(k) = —- / G (e”> / V) BT
an? ) —1 1 — pei(6—t)

T e—zk@ o
/ ————— df = 2wrke Rt
-7 1 — ret(0-t)
ce qui entraine M, (k) = rké_\l(k), Vk € N, et si G7Hx) = 3 T,

~ keN
Gl(2) = 3 2Ty
keN

et

d’ou

Mais

(ii) Toute fonction matricielle de type analytique partout sur le tore T
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a des valeurs propres analytiques partout sur T et on peut donc définir
une unique détermination continue du logarithme log(M,) pour toute la
famille (M,),, des que r est suffisamment proche de 1, et méme pour la
limite G~ 1.

Par ailleurs, pour chaque r € ]0,1[, il existe un ¢, tel que M, puisse
s’écrire M, =Ty (Id — ¢, K,), avec Ty € M,,(C) et K, € Hg)?' En effet, si
G1= = 3 2FT%, on a

keN
My(x) = D" X T =To [ 1d+rx [ D r* X" T Thsa | |-
keN keN
On peut donc prendre K, () = X > Tkxkl“alka. Ona HFgléfl’ 5
tr keN Loy

, puisque le coefficient de Fourier d’ordre 0 de I'y 1G1 est Id, d’ou :

1
NG

7675 > el >
On doit donc avoir
1 < o o6 =]
1 1= 1
< L1+ i 1HL§) <L

N

d’ou
[tr] >n (1 + Hl“glélumo> >n+1.
m

Si on choisit ¢, = 2(n 4+ 1), on a [t,]| < pour ||K7”HL9°; <

1
n ||KrHL§
_t 1 ii 2 1)>1 Commen>1n+1>1
onln £ 1) < > ce qui impose (n+ . > 1, 5
On peut alors utiliser le lemme 4.9 (iii) pour définir log (Id — 2(n + 1) K,).
Pour la matrice I'y, le théoréeme de Helson-Lowdenslager nous autorise a
la choisir comme on veut. Or aucune de ses valeurs propres n’est nulle,
puisque det (I'g) # 0, ce qui permet de la choisir de fagon a assurer ’exis-
tence de log (I'g) comme dans le paragraphe 2.1 quand nous avons défini
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log(F'), par exemple en prenant I'y hermitienne définie positive. Alors,
comme les I'y, commutent tous entre eux, on peut définir log(M,) par

log (M,) =log (I'g) +log (Id — 2(n + 1) K,) .
Le méme raisonnement appliqué & G~! permet de définir

log (G_l) =log (I'y) +log (Id — 2(n + 1)K),

X kp—1
s 2 X Tg Thya
2(n +1) e 0 *

avec K = —
(iii) On peut écrire

log (M;) = log (I'o) — ZMKPH

r ’
peN p+ 1
p+1
(2(n +1))P* r ko kp—1
=log (Fo) — Y - Nl e A ;
sen PpH1 2(n + 1)
(—1)Prptl )
= log (I'y) + Zip 1 P ZrkaA,(Cp+ ) ,
peN keN
ou les A,(Cp 1 sont des matrices qui sont des sommes de produits des I'y, et

de I’gl. On a alors

p=k _
log (M, )(k) = r* (Z(_ﬂ,flAé’”_’p) :

p=1

et on vérifie facilement, par un calcul identique a celui effectué pour
log(M,), que

p=k -1
(=1)” —=
> AP, = log (G (k).
p=1 P
ce qui acheve la démonstration. [l

Montrons maintenant le théoreme 2.8. Nous allons procéder en deux
étapes :
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Premiere étape; limite de 2 ||M;[| ,21/2 en fonction de G1:
m

Comme
HMrH;Zl/Z = Z k r2k HG H , avec 0 <r <1,
7 ™ ken
et
o7 e = 5 SHlE I,
keN*
on a
= L3 o -
=L S e wl,
keN*

< o] om < +oc.

2 , .
1”,%;}1/2 etant majorée
par une série a termes positifs convergente et indépendante de r, celle-la
converge uniformément par rapport a r, sur [0,1]. D’ou, par le théoréme

d’interversion des limites,

La série & termes positifs définissant ||[M, — G~

lim HM — G H 212 =0

0<7"<1
~ -1 o —
De méme, comme ||M, — G 2= | My — G 21/
: * —1x _
limg 347 = 67| pe =0,
0<r<1 m
Compte-tenu de 2:1/2, On en déduit
m
. 2
t (100 e+ 1387 e ) = 2 iy 13420
0<r<1 0<r<1

—2HG
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Par ailleurs, la condition 0 < r < 1 assure que M, est dérivable et que
dM,

1 est dans L}, d'ott, d’apres (4.4),
z

1 d(M,) _
M| 20y = = /t [ — ()M } d
1Ml = o [t |x— g~ (0M; ()| do,

1 d(My)
M*|? == /t [ "2 (x) M, } do.
1M gz = o |t IXx— = (0Mr ()| do

Deuxit¢me étape; limite de 2| M,|| 421/ en fonction de F :
m

Calculons “MT||;2,1/2 en introduisant log (G™1) :
m
9 1 d(M,) .
M2 == [ NS 00M)| do

1 d(M, _ e
=1 o (o ) o )] o
n Jr dz
Pour transformer cette intégrale en une série, on utilise le lemme 4.9 (iii)

et le lemme technique 3 (ii), qui permettent d’écrire

d(logd(ZMr)) (o) = d(é‘f’”) ()M ().

d(log(M,
Comme M, ! € LS, (0%1()) est dans Li,, donc, d’apres (4.3),
z

e =+ Lo [ (SEEL o) an a0 o

= > ke [loa (M) (R) AR (R)
keN*

et

3 ke log(E) (WA ()] = - bl [logOV) (038 (1)
keN* keZ

puisque les coefficients de Fourier d’ordre négatif de log(M,) sont nuls. De
meéme,

1 —_ — %
M| ons = = |kltr [log(M¥) (k)M M, (k)| .
1M 2. nkgzu [log (M) (k) (k)]
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Calculons maintenant

lim Zyk|tr [1og ) (k) MM ()]
0<r<1 "hez
et
lim Zyk\tr [1og 5 (k) MM, (k)]
0<7“<1 =
Pour ceci, remarquons d’abord que, comme log (Gil) et F~'sont dans
B2 1o séri
o la série
S [kltr [log(G=1) (k) P (k)]
keZ
est convergente. Majorons alors la différence

Z|k:|tr [1og )MTM:*(/@)]
kGZ

3 Iklor [loa(@ (R F )]

kEZ
A(r) = 13 Kitr [log(My) (k) V322 (k) —~ 10a(G ) (R)F1 ()]
kEZ
— =" kfex| (108 (V) (k) — 0g(G1) () AL AL (1)
kEZ
+log(G)(k) (AT (1) ~ F1° () |.
Zwtr[(log (k) —1og(G=1)(k)) M, M (k)]
kGZ

+ L5 e [los(@ ) by (T (k- (k)]
kEZ

ce qui s’écrit

A(r)=(log(M,) — log(G1), M, M;) 21/2+<10g(G’1),MTM:—F’1>%2,1/2.
m
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Ces deux produits scalaires, comme nous allons le voir maintenant, sont
non seulement finis a cause des hypotheses du théoreme 2.8, mais de plus
ils convergent vers 0 quand r tend vers 1. Majorons donc |A(r)] :

AG)] < |(loB(My) = To8(G ). M) o

+ ‘<log(G_1), MM — F7')

%;%1/2 )
A0 < [log (M) ~108(G )| o2 IV |z
+ “log(G_l)“@;%l/2 MT‘M: - F_ll‘ﬂgﬁ1/2 .
Or
J1os(0) ~108(G [ e = — 3 108 (30 B) ~ loa(@ 1R
m keN*
v -
k N*
< Hlog(G_l)H;?,ﬁl/2 < 400.
La série & termes positifs définissant |[log(M,) — log(G H #2 étant ma-

jorée par une série a termes positifs convergente et 1ndependante de r,
celle-1a converge uniformément par rapport a r, sur [0,1]. D’ou, par le
théoreme d’interversion des limites,

lim [log(M;) - log<G*1>H%l/2 = 0.

0<r<1
Par ailleurs,
HMT’M: - Fil ik = HMT(M: - Gil*) + (MT’ - Gil)Gil* B>1/20
m “om
HMTM: - r! 21/2 = HM ”@2 1/2 M G_l* 21/2 +
HM G 21/2 G_l* j§ﬁ1/2 .
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Or on a vu dans la premiere étape que

el
0<r<1 7
et donc
fim M e = (G ae
0<r<1
et que
. -1
fiy g7 =67 e =0
0<r<1 o
ce qui entraine
iy [o530 =0,
0<r<1 o
et
lim M oo = [P
0<r<1 o
On en déduit que
lim A(r) =0,
7‘—>1
0<r<1
et
tim =3 ko [log (M) (W) M ()] = — 57 [kfor [log(G) (k) F (k)]
0<r<1 keZ heZ

Par un raisonnement analogue, on obtient aussi

1 — 4 1 — —
: - * * — —1x —1
lim — " [klx (log (M) (k) M M, (k)| = =D IKtr [log(G1%) (k) " (k)] -
O<r<1 KkEZ kEZ

Finalement, par I'égalité log (F~1) = log (G™1) + log (G™**) (puisque les
matrices G' et G~! sont normales),

. 2 %12 1 = —
tiy (20 + 10072072 ) = 3 el [l0g(G=) () F=1 (1)

o<r<1 keZ
1 — —
+ 3 lkltr [log(G-1) (k)1 (k)
kEeZ
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— %
hm<\|MT|yf@2,1/2+|;M:HQ@2,1/2> LS lkjer [(log(G 161 (0 F)
r—1 m o
0<r<1 "hez

—Z|k:|tr [mg “1)(k)F-1 (k;)}.

keZ

(k)] .

Compte-tenu du résultat (4.9), on a alors

2|, 2 = S [tog(F1) () F ()]

kEZ

Mais F.F~' = F~L.F = Id, ce qui entraine que log(F) + log(F~!) =
log(Id) = 0 et donc

2HG

e = 3" Ikl [loa(F) () P ()]

kEZ
—1
- <10g(F)7F >§5’§3}1/2 , (4.10)

ce qui, en utilisant le théoréme de trace 2.7, acheve la démonstration du
théoreme 2.8. ]

Théoreme 2.9. Avec les mémes hypothéses que le théoréeme 2.8,

N—+o0

lim_In(det T (F)) — tr (Ty(log(F)) = 5 Y-kl [loa(F)(h].
keZ

1
- ||log<F>|@2,1/2 ,

v Sk fesm])

kEN*

Remarque 4.10. A notre connaissance, le seul théoréeme voisin du théoreme
2.9 a été démontré par Harold Widom dans [31]. Celui-ci obtient pour li-
mite de l'expression In(det T (F')) — tr (Tn(log(F))), quand N tend vers
U'infini, la quantité In (det (T'(F)T(F~1))), T(F) étant Popérateur de Toe-
plitz non tronqué, c’est-a-dire la limite forte en « norme-opérateur » de
lopérateur tronqué Ty (F). Les composantes de la matrice-symbole F' sont
alors pour Harold Widom des fonctions appartenant & la fois a 'algebre
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de Wiener
W = {so tp e L)) |@(k)| < +<>O} :
keZ

et a l'espace de Besov

B,* = {w o e LS |kG(k)[? < +oo} :

keZ

Démonstration du théoréme 2.9. Pour cette démonstration, nous aurons
besoin de trois lemmes :

Lemme 4.11. Soit t — M(t) une fonction a valeur matricielle définie
et dérivable sur un owvert E de R. Alors la fonction t — det(M)(t) est
dérivable sur E et on a

d (s dM
< (det(M)) = tr < Com(M)dt> ,
1
E M } ] E, M~Y(t) = ———1 M
Vt € E, et si M(t) est inversible sur E, (t) At (M) () Com (M (t)),

ce qui entraine

< (n (det(M))) = tx <M‘1d(i4) —tr (dé\fM‘l) ,

ot Com(M) est la matrice des cofacteurs de M.
Démonstration. Pour la démonstration de ce lemme, voir [12]. O

Lemme 4.12. Soit H une fonction matricielle définie sur le tore T, a
valeurs dans M, (C). Si le rayon spectral de H wvérifie o(H) < 1, alors
vt €]0,1],

% [In (det (Tn(Id —tH))) —tr (Tn (log(Id —tH)))]

e RO E RN (CEVTRE

et sit=0, (In(det (Tn(Id —tH))) —tr (TN (log(Id —tH)))) (0) =0 et sa
dérivée en zéro est nulle.
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Démonstration. Remarquons d’abord que si o(H) < 1, log(Id —tH) existe
et est défini par la série (4.5), pour tout ¢ de l'intervalle [0, 1], d’apres le
lemme 4.9 (i). D’autre part, (Id—tH) ! existe aussi et est défini par la série

> tPHP, pour tout ¢ de l'intervalle [0, 1]. Les fonctions ¢ — log(Id — tH)
peN
et t — (Id — tH)~! sont alors continues sur [0, 1]. Posons alors, VN € N,

Un(t) = In (det (T (Id — tH))) — tr (T (log(Id — tH))),

suite de fonctions définie sur [0, 1].

% (T (Id — tH)) (T (Id — tH)) ™ — % (T (log(Id — tH)))| ,

par le lemme 4.11. Par ailleurs, T (Id — tH) = Id — tTn(H) et donc

Un(t) = tr

(v~ 1H) = ~T(H).

D’autre part, comme o(H) < 1, les deux séries définissant log (Id — tH)
et (Id —tH)~! sont convergentes sur le disque

1
D:{t:tE(C; t <},
d o(H)
et la projection W](\}) : L3y — PN permettant de définir Ty ((log (Id — tH)))
vérifie que VQ € Py,

S (wV @uog (1 — 1) =) (5 (Qlog 1 —er) )
5 (7 @uoga = 1)) = 2 (@5 o (1d — 111 )
& (T (log (1a — 111))) (@) = Ty (3 Qog (11— 111)) (@),

donc

& (T (og (10 = 111)) = Ty ( 5 (og (1 —111))).

ce qui, en utilisant le lemme 4.9 (i), s’écrit

% (T (log (Id — tH))) = Ty (H(Id — tH)™) .
Finalement,

Ul (t) = —tr (TN(H). (Ty(Id — tH)) ™" = Ty (H(Id - tH)_1)> .
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Mais
T ((1d—tH)(1d—tH) ) =Td=Ty ((1d - tH) ™) = Ty (H(1d—tH) "),
et donc
T (H(1d —tH)™") = % (T ((1d - tH)~") —1d) .
D’autre part,
Tn(Id—tH) (Tn(Id—tH)) ™" = Id,
= (Id — tTn (H)) (T (1d — tH)) ™",
= (Tn(Id — tH)) " tT(H) (Tx(1d - tH)) ™",

1
don Ty (H) (T (Id — tH)) ™" = - ((Tn(1d = tH))™ ~1d), ce qui donne

la formule annoncée pour ¢ # 0. Pour t = 0, Uy (0) = U, (0) = 0, puisqu’au
premier ordre en ¢,

tr [(Tn(Id = ¢tH))™ = Ty ((1d = tH) ") | = e [(Tn(H))* = T (H?)]
+ O(t?).
O

Lemme 4.13. En vertu du théoreme de trace 2.7 et avec ses hypotheses,
nous avons la majoration

2

B - 2_(1— =)
‘tr (TN(F) - Tn(F 1))‘ <2 1£(pr§£’(1) 2)) HG 1

<2 (1—=pnaa(F7Y)
1= (pny1(F~1))?

Comme NHT pN+1(F~1) =0, il existe Ng € N tel que, pour tout N > N,
— 100

22,1/2 9
B4
By

)
)2

<log<F>,F—1>e%§ﬁl/2 .

1
0<pyi1(FH< 3 Alors, pour tout N > Ny,

2

2,1/2

i (i )| < 2 o

3

< g ‘<log(F),F_l>%§ﬁ1/2 :
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Démonstration. Le théoreme de trace 2.7 a pour conséquence, en utilisant
I'inégalité triangulaire inverse,

o (Tw(F)™" = T (F~ )(gi(zknmz (N+1) Y mn%)
kE>N+1

4
L4 _pvalf (anm\z) ,

n1- (PN-H keN

ce qui entraine

v (Tw(F) = T (F7Y)| < % (ZkHFkH2)

keN

4
4 pvalf (mekr\%) ,

n1 = (pna(F keN

(k%k HFkHz) :

(,;\,k HFk”2) :

21/2

1= (pn1(F )
(2 (1pr+1 (F~1)
1= (pn41(F
2= —pnp(F” ))
1= (pna(F1)?
1
en utilisant (4.10). Enfin, pour tout N > Ny, 0 < pyy1(F~71) < 3 entraine
2— (1—pyya(F~1))° <7
= (v (F1)? 3
Montrons maintenant le théoreme 2.9 :

On suppose que pour tout ¢ de U'intervalle [0, 1], la matrice Id — t H vérifie
les hypotheses du théoreme 2.8. Dans ces conditions, en appliquant ce

IN
N

e (v ()~ v () < 2 (2 — (1= pvia(F )

)

<log(F), F_1><%§7}1/2

O
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théoreme et en reprenant les notations de la démonstration du lemme
4.12, la fonction U}, définie VN € N par

1

Vi €0,1] Un(t) =~ tr (Tn(1d = tH))™ = Ty ((1d — tH)~1)]
Un(0)=0

converge partout sur [0,1] quand N — 400, vers la fonction U’ définie

par

{ vt €0, 1] U’(t):—%% 52 e (o (A=) () (4 =t2) ) ()

U’'(0) =0.
Posons

Y(t) =~ S [k tr[(los(id — tH))" (k) (log(id — tH))™* (k)]
keZ

Cette série converge sur [0, 1], puisque log(Id — tH) € %’2 1/2

Dérivons son terme général :

, Vvt € ]0,1].

% (tr [(log(Id — tH))™ (k) (log(Id — tH))™" (k)])

= tr [ (log(1d — tH)Y" (k) (log(1d — tH)}™ (k)

+ (og(1d — ¢H))" (k) §; ((og(1d — t1))™" (k)

Or, en utilisant un théoreme classique de dérivation sous le signe somme
et le lemme 4.9 (i),

%((log(ld _H) (k) = % ( /T v~ log(Id — tH) da> ,

< (Qog(1a —ern)y (1) = |

T

= (—H(1d — tH)™" ) (k).

X (~H(1d ~ tH)™!) do,

On en déduit

tr [ (Cog(1d — ¢41))" (k) lg(1d — 1)) (1)

= tr [(—H (1d — tH) V) (k) (log(1d — tH))™* (k)] .
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tr % ((log(Id — tH))™ (k) (log(Id — tH ))A*(k))]
= tr |(log(ld — tH)Y" (k) (—H(1d = tH) "' )" (~k)],
en remarquant que VM € L2, hermitienne,
M*(k) = M(—k),

et en utilisant la commutativité de deux matrices dans la trace. De méme,
~ d o~k
tr | (log(1d — ¢H))" (1) (log(1d — ¢))" (1)

— tr [ (log(1d — eH))"*(~) 3 ((og(1d — tH))"(~b)].

r [(log(Id )Y (k)L (log(1d — tH))A*(k))}

dt
= tr [ (log(Id — tH)™*(=k) (- H(1d = tH) "' ) (=k))] ,

tr [ (log(1d — )" () ((log(1d — 1)) (1)

= tr | (log(Id — ¢H))" (k) (= H(1d — tH) "' )*(k)) | .
Mais
(~H(d - tH) ™) (k) = f% (= e8) =) k),
sik#0,et

(—H(1d - tH)™ ) (0) =

o~ | =

(1d - ((1d — tH)~1)(0)) ,
si k =0, donc, si k # 0,

tr [d ((log(Id — tH

- ) () Qog(1d — ¢12))"* (k)

=~ tr [(log(Id — tH))™(—k) ((1d = tH) ™' )" (= k)],

N\I—‘ ~—
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et

tr [(bg(ld —tH)Y (k) < ((105(1d — tH))A*(k))}

= tr [(log(1a — ¢y~ (k) (((1d — 1)~ (k)]

Or, comme le théoréme 2.8 est supposé vérifié sur [0, 1], la série

> lkftr [(tog(1d — tH)Y~ (k) (((1d = tH) ™' ) (k) )]

keZ

est convergente sur [0, 1], et

S Ikftr [(log(1d — tH)Y~(~k) ((1d — tH) ) (—k)]

kEZ

= > [kftr [(log(1d — tH))™ (k) (((1d = tH) ™' ) (k) )],

kEZ

en changeant k en —k, ce qui prouve que cette deuxieme série converge
aussi sur [0,1]. On en déduit que la série dérivée de Y (¢) est convergente
sur [0, 1], puisque le théoréme 2.8 est supposé vérifié, et

12 " —1\~x
Yi(t) == = > [k tr [(log(1d — ¢H))" (k) ((1d — tH) ™" )" (k)]
" kez
sit €]0,1], avec Y'(0) = Y (0) = 0. Finalement, Y’ = 2U" sur [0, 1]. D’autre
part, comme la matrice Id —¢tH vérifie le théoreme 2.8 pour tout ¢ de [0, 1],

le produit scalaire [(log(Id —tH), (Id — tH)1>%2,1/2’ est fini Vt € [0,1].
I

Comme les fonctions ¢ +— log(Id — tH) et t +— (Id — tH)~! sont continues

sur [0, 1], la fonction ¢ — [(log(Id — tH), (Id — tH)_1>%2,1/2’ est également
P

continue sur [0, 1], et donc intégrable sur [0, 1]. En vertu du lemme 4.13, la
suite |Uj(t)| est donc majorée par une fonction intégrable indépendante
de N, a partir d’un certain rang Ny.

Puisque Vt € [0,1], Un(t) = /t Un(6)d€ et Nlim Uh(t) = U'(t) =
0

——400
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1
3 Y'(t) d’apres le lemme 4.12 et ce qui précede, par le théoréme de conver-

1
gence dominée, on a alors lim Upn(t) = = Y (¢), Vt € [0, 1], avec :
N—-+o0 2

v = [ V(e
Finalement, V¢ € [0, 1],
lim (In(det Ty (Id — tH)) — tr (T (log(Id — tH)))

N—+400
1

o Ik [[(log(1d — tH)) (B3,

kEZ

Nlirfrlm (In(det Tn(Id — tH)) — tr (Tn(log(Id — tH)))

_ % S" & [|(log(1d — tH))~ (k)3
keN*

Maintenant, pour tout symbole F' vérifiant les hypotheses du théoreme
2.8, on peut écrire

. ~ ~ ~ -1 ~
F=F0)+ Y x"F(0) = F(0) (Id + )N (F(o)) F(k)) ,
ce qui permet d’utiliser la limite précédente, avec t = 1,

H=—Y 3 (F)) Fk)
keZx

et acheéve la démonstration du théoreme 2.9, puisque H ainsi défini possede
les propriétés requises. La deuxieme somme du théoreme résulte de la
remarque du début du paragraphe 4.3. (Il

Dans toute la suite, nous notons & le disque fermé de C de centre 0 et
de rayon n||F| g :

9 = {w cw e Cylw| < nHFHL%}
Corollaire 2.10. Soit F' un symbole vérifiant les hypothéses du théoréme

2.8.
Soient 2 un ouvert conneze borné de C contenant 0 et le spectre o(F') de
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F, et f:Q — C une fonction analytique sur §2, dont le développement

en 0 est
flz) = Zakzk.

keN
Alors [ induit sur M, (C) une fonction f:9M,(C) — M, (C) telle que
VM € M, (C), f(M) soit de type analytique,c’est-a-dire que
FOM) =" apM*,
keN

chaque composante de M étant dans Q2. On suppose en outre que la matrice
wld — F vérifie le théoréme 2.8 pour tout w € Q\Z. Dans ces conditions,
pour tout (I'), contour rectifiable fermé de Q\Z entourant o(F),

lim tr (F(Tv(F) - Ty (F(F)))

N—+o0
1 _
/F f(w) <log(wId — F),(wld - F) 1>%271/2 dw.

o]
a1 o

Démonstration. Soit (I') un contour rectifiable inclus dans Q\Z et entou-
rant o(F'). Alors on peut écrire (voir [8]) :

f 1‘Aﬂm@M—Fer

f(F) = =
2um
Remarquons que Tx(F') est une matrice a blocs, dont les blocs sont les

ﬁ(k — 1), pour k et [ entiers variant de 0 a N, k étant I'indice ligne et [,
I’indice colonne.

Or F(k) = [ X ¥F() dov et [F)| < [Pl do < 1P, o,

ce qui entraine
TN (F) oo < 1| Lgs »
1T (P pge < N5 (4.11)
et assure, par I'inégalité (4.7),

sup o(Tn(F)(2)) < n || Tv(F)llLg,
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que o (T'n(F')) est contenu dans Z et que (I') entoure aussi o (Tn(F)).
Alors pour tout (I') vérifiant les hypotheses du corollaire 2.10,

F(Tn(F)) =

- w) (wld — T (F)) ™" dw,
2 JT

- ) (T (wld — F)) ™ dw.
29w JT
Par ailleurs, I'inégalité (4.11) montre que l'opérateur T défini par

Ty : Ly — Lgy
F — Tn(F),

est un opérateur linéaire continu et contractant.

Démontrons maintenant le corollaire 2.10 : V57 € N, VS, € N, 57 < S,

k=S5
1 flw _
( Fk)d / ), | w1,
k=S

K
/f(’w) (”HFHLg) dw
= row w

1
S,E
N y=s

‘ kSQ

9

k=S5
1
( ) dw

WD @) S S2< || Pl )
0. @)  fw@l 2 )

we ()

IA
S|
—~ 28

ou [(T") est la longueur du contour (I'), et d (O, (T')) = inf {|w| : w € (I')}
est la distance de 'origine a la courbe fermée (I").
Comme n| F||rg < [wl], pour tout w € (I'), n[|F|[ze < d(O,(T)), d’'ot

fr2(g2)-
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> (] iﬁiﬂdw) F

217 e

et la série

converge normalement dans Lgy.

SR I ( n|lFllig 'fi
Comme —F < m) la série ¥ converge
P i g k=5 d(0, 1)) k=5
aussi normalement dans Lgy, et
_ ( fﬁﬂdw>zﬂu:fuw. (4.12)
20T ey VI W

Par ailleurs, par linéarité, on a
k=S>

1 f(w) k

m(oZ(NWN@F

2Z7Tk:51
1 ’“:SQ( f(w) )
= — ——Ldw) Ty (F*), (4.13

et, compte-tenu du fait que par le lemme 4.3 (i), si F' € Lg;, alors F k
L&y, Vk € N,

k=52 w
5 ) ()] < S| coimersl
< Z Fikﬂ ‘HFkH %’
k=51
k=52 flw
kgb:‘l </r wEH 3 dw) = (Fk> L
- WPl
=0 d0.0) o (w)gl <d<0> <F))>
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On en déduit que la série Z < fi +3 dw) (F k) converge normale-
w

ment dans Lgy. Or le premler membre de (4.13) s’écrit aussi

1S f(w) K _ g flw k&lk
TN (2%7%;1 ( o whH dw) F 217r/ —F dw |,

et, compte-tenu de (4.11) et de (4.12), il converge normalement dans Lgy
vers Ty (f(F)), ce qui entraine

Z( wk+1 )TN<Fk):TN(f(F))'

27,7T kEN

1

k 0
) F" converge normalement dans Lgy,

Par ailleurs, comme la série E
keN

. 1 .
et comme Ty est contractante, la série ZTH TN(Fk) converge aussi

keN
normalement dans L3y, et on en déduit que

(7)) - - ( I (Fk)) »
= 5 (%quk Fk) dw
= . ((wld = F)~") duw.
On a alors
(T (F)) =T (F(F))
= = [ ) (T (ta = )7 = Ty ((w1a = F))) aw,

et en posant gn(w) = tr ((TN(wId — F))™' = Ty ((wld — F)*l)), on ob-
tient par linéarité,

tr (F(In(F) - T (f(F

5 w)gn (w)dw.
29w JT
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D’apres le théoreme 2.8, Vw € Q\ 2,

. —1
im_gx(w) = (log(wld — F), (wld — F) @UQ :

Par ailleurs, en vertu du lemme 4.13, on a, VN > Ny, Yw € (T'),

7 —1
()| < 5| (log(wld - F), (wld = F)1) ...

1 1 1\ !
Orwld—F =w (Id — F> et log (Id — F) et <Id — F) peuvent
w w w
étre définies, Vw € Q\Z, par
1

1
log (Id - F) -5~ _pptl
w pGZN (p+ 1)wprt!
(Id — lF)—1 => L pr
w wP
peN

Comme ces séries sont normalement convergentes dans Lgy, Vw € Q\Z,
les fonctions

NZ — Ly et N2 — Ly
w — log(wld — F) w+— (wld — F)~!

sont continues, donc la fonction

N2 —C
w +— (log(wld — F), (wld — F)71>%2,1/2
“Tom

aussi, et par suite, elle est intégrable. Par le théoreme de convergence
dominée, il vient alors

lirnootr (f (Tn(F)) —Tn (f(F)))

N—+
1 -
/F f(w) (log(wld = F), (wld = F)™") _, , , duw.

o]
21 m

|
5 Annexes

Dans ces annexes, nous esquissons un résumé de la théorie des opéra-
teurs de Toeplitz a symbole scalaire, et nous donnons dans le cas matriciel
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la solution du probleme de la prédiction relatif a un passé fini, nous cal-
culons le polynoéme de prédiction et en donnons une estimation au moyen
d’une majoration en norme.

Annexe A. Opérateur de Toeplitz scalaire (dimension 1)

Dans cette annexe, nous calculons le polynome de prédiction relatif
a un passé fini et en donnons une estimation asymptotique, puis nous
énoncons la formule d’inversion de 'opérateur de Toeplitz scalaire. Les
fonctions utilisées dans la suite sont dans l'espace L?(T) des fonctions
de carré intégrable sur le tore T ou dans l'espace L*°(T) des fonctions
essentiellement bornées sur T.

A.1. Le polynéme de prédiction pour un passé fini

On prend comme symbole une fonction f > 0, telle que f € L! et
log(f) € L'. Selon la définition du paragraphe 2.1, le polynome de pré-
diction pour un passé fini, en dimension 1, est défini comme la différence
entre 1 et sa projection orthogonale sur y #yn_1 dans L?c. Aussi avons-nous

besoin de connaitre la projection orthogonale TrJ(\J;)

le produit scalaire (., .) 13-

: L? — PN_1, pour

A.1.1. Etude du projecteur 77](\];)

Les deux propositions suivantes, dont nous esquissons ici une démons-
tration rapide, peuvent étre consultées dans [27]. On décompose f selon le
théoréme de Szegd en f = gg = |g|? avec g et g~ dans H™ et on définit
l'opérateur de Hankel par

Hg, : H?*t — H?-
Er—m_(EPN) ,

avec Dy = \VZ et 7_ = Id — 74 : L? — H?™, projection orthogonale

QI

de L? sur H?>~. Id est Iidentité de L? et 7, la projection orthogonale de
L? sur H*T. On a

1 1
PN-1 = HJ%JF N XNHJ%_ = -H?*'n XN:HZ_ = <H2+ N <I>NH2_> .
g g

1
9
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En introduisant la projection w](\?) : L2 — gPn_q, il vient immédiate-

ment

D (g) = gri (@) , Vo € L3.

2
Par ailleurs, (g,@N_l)l = dyH2+ + HQ—L . Comme ®NH?*t + H?™ est
fermé dans L?, si

w](\?)J‘ =1Id — 71'](3),

on a ﬂ](\?)l L2 — ONyH?*T + H?> et

1
dNyH?*t + H?>” = H> @ dyLy,

Ly étant le supplémentaire orthogonal de H** N ®yH?~ dans H*t. On
a également, si Hg  est le deuxieme opérateur de Hankel défini au para-
graphe 2.1,

—L? 1
Ly =my (ByH2) = (ker (1d - Hj  Hay))

ce qui signifie que ker (Id - H$NH(1>N) = H* N ONH? et

L2
Ly =im (1d - Hy Ha,)

puisque Id — Hg Hg, est auto-adjoint.
Proposition A.1. V¢ € L2,

I (2
) = 7 (ov)

= grelow) = (o (10— 13, 10, ) (s (B 00)) )

Proposition A.2. Soit P un polynome trigonométrique de degré inférieur

1
ou égal a N tel que |P| >0 et g = 12 € H®. Alors

W)= Pre () = pre (onm (33 ()
= P, Cf)) —PxNmy <X;V¢> :
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A.1.2. Calcul du polynéme de prédiction pour un passé fini

Dans cette section, nous donnons une majoration en norme Lfc du po-
lynéme de prédiction défini au paragraphe 2.1, dans le cas scalaire.

Proposition A.3. Le polynome de prédiction en dimension 1 pour un
passé fini s’écrit

Ry =1-yr{x).

Démonstration. Par définition de Ry, 3 £ € Pny_1 tel que Ry = 1 —
2
Xﬂ'g\};) (&), et / ‘1 — X?T](\J;) (5)‘ f do soit minimale. Or
T

2 2 2
L=l rao= [[x=2© 9gd0 = [ Jox- om0 a0
On en déduit
7 (9%) = gri (€) = g7 (),
et donc 7\ (&) = 7V (). O

On définit alors dans LZ, I’angle des deux sous-espaces X’“HE,Jr (kez)
et Hf,_ par

pr(p) = Sup{ ‘/Txkll)ﬂ/&w do| :4y € HZM4pp € HY

91l = loellz =1}.
Or
|Hoy 2 = sup {|(r—(€0n), 0) 12| : € € HZ5:0 € B2l 2 = 0] = = 1},

o2 = sup {| [ @x€0 do] € € B30 € 1273 ¢l = 02 = 1},
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1

fda

cgf e H* .90 € H?,

| Hayllz = sup{ ] IR 200 € H

= 70 =1 s
lo€lliz, = o0ll,2, =1}

1
avec f = ¢gg. On en déduit que ||Ha | ;2 = pN (f) <1.

Proposition A.4. Le polynome de prédiction pour un passé fini, dans le
cas scalaire, vérifie l'inégalité

9 1
2 (2 PN <f> N2
0< ||RN||L§ —1g(0)]” < 5 19(0)”,

1
ol PN <> est la norme-opérateur de Hg,, dans L* et g(0) le coefficient
de Fourier d’ordre 0 de g.

1
Comme on peut montrer que Nlin+1 PN () =0 (voir[27]), on obtient
—T00

f

li =g .
| Ryll = 15(0)]

Démonstration.
Ry=1-x (;7?+(9X)—;7T+ <‘1)N (Id_H:I;NH(I’N)_l <7T+ (‘I)N7T+(9X)>)>)
=1- §W+(!JY) + §W+ (‘I’N (Id - H$NH<I>N)_1 (7T+ (‘I)NWJr(gX)))) :
Or 7 (9%) + 7-(9%) = g%, donc 1= . (g%) = - (g%)- Alors
Ry = Xn_(g0) + X (@ (10 = i Hoy) " (7 (Bm00)) ) )
Onpose O (Py,9) = 74 ((I)N (Id - HjI;NH{,N)il (7T+ (<I>N7r+(gx)))>. On
obtient alors

Ry = g (7_(g%) + O (P, 9))
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et
|Rxl72 = 190)F + [0 (@, 9) 72

—exp ( [ 10g(s) do ) + O (@, )
d’apres la théorie de Grénander et Szeg6. On peut également estimer
2
10 (®n, 9)I72 -

Posant alors wy = 74 (ﬁm(g@), on peut écrire

-1
10 @x.9)lse < | (19— Hiy Han) | ol

1
avec HH$NH<DN’ 2= HHq,NH%Z = p% () < 1, et donc

f
), <1+ 55 ()

r>1

Finalement,

10 (@n,9)l L2 <

wy = T4 (PN (9X)) = T4 (PN gX) — T (PNT—(9X))-
Or, ®ygy =g X' 7! € H?™ et donc 7, (PngX) = 0. Alors

wy = =4 (PN (9X)) = —Hg,, (7—(9X))

lowllze < |Hiy |

Ll @0le
d’ou

ol < o (F) GO

()

10 (®n, )2 € ——5 19(0)],
Al

On en déduit
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et

5 (1
2 ~ 2 PN ? ~ 2
0<[[Bnlzz —13(0)]" < 5 19(0)["

(i (7))

A.2. Inverse d’un opérateur de Toeplitz pour un symbole
intégrable, strictement positif et régulier

]

Soient f € L', f > 0, et K une partie finie de L%/f définie par K =
fPyN. Par I'inégalité de Schwarz, L%/f C L'. On peut également écrire

2 o 7! : (1) 2 2
Ll/f = K @© K—. Soient 7y : L* — Py et 7 : Ll/f — K les
projections orthogonales.
2
Proposition A.5. KMus ¢ t@ﬁp.

1
Lemme A.6. Vg € PN, Tn(f)"1(q) = w7k (q).

Démonstration. On décompose ¢ en ¢ = fp+ (¢ — fp) avec fp € K,
2
pEPNnetq— fpe K+, D’apres la proposition précédente,
112 1
¢—fpe K =l (g fp) =0.
On a
1 1 1 1
q =7y (@) =7 (fp) + 7 (= fp) = 7§ () = T () (D)
et donc Ty (f) est surjectif donc bijectif. Alors

p=Tw(H)7(0) = 5(9) = 5mx(o).
O
Lemme A.7.
k-1 (H2+ N <1>N+1H2*) =37 <H2+ n <1>N+1H2*) = gKo,
g

avec Ko = H*t N @NHH?_.

On note 7g, : L?> — Kj la projection orthogonale sur K.
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Lemme A.8. Vq € PN, 7k (q) = grk, <q)
g

Démonstration. Comme 7 (q) est orthogonal & ¢ — mx(¢q) dans L%/f, le
produit scalaire
(mx(9),q = 7k (q)) 2, = 0. Mais

Par unicité de la projection orthogonale, on a TFKJQ) = Tk, <q>,
g g
puisque
q\ ¢ q B
(o (5)5 = (3)),. =0
9/ 9 9/ 7/ 12
O
1
On a donc Tn(f)"1(q) = -7k, (q)) et on en déduit le théoreme d’in-
g g

version suivant :

1
Théoreme A.9. Vf = gg, avec g € H® et — € H*® , on a les deux

g
assertions :

(i) Ja : a €]0,1[; VN € N, ||H<1>N+1||L2 <a,
(i1) Tn(f) est inversible et Vq € Py,

Tv(h 0 = i (2)

1 * -1 q
— ; T4+ (PN+1 (Id — ‘Hq)NHCI)N) T+ (DN+1 T+ 5 .

Tous les théoremes et propositions de la partie A.1 seront démontrés
dans ’annexe B, dans le cas matriciel(dimension supérieure a 1), et ceux de
la partie A.2 sont établis dans la partie 3, également dans le cas matriciel.
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Annexe B. Théorie de la prédiction dans le cas matriciel

Dans la suite, nous supposerons que F' est une fonction a valeurs matri-
cielles qui possede une décomposition en F' = GG* vérifiant les hypotheses
du théoréeme de Helson et Lowdenslager [14] et que, de plus, c’est une ma-
trice hermitienne définie positive partout sur T, telle que F € Léﬁ et
log(F) € Ljy,. Nous imposons également que G est une matrice normale
partout sur T, et que G et G~! sont dans Hgs. On peut alors écrire, a
partir de la définition de HE%{F’

2

XVHZ . = Tingn (\PId : p € Zyp < N — 1} F

et alors
PnN_1 = HS%?,_F N XNH{%{F. (B.l)
La solution du probleme de la prédiction est la projection de n’importe
quelle matrice de ’espace de Hilbert avec poids L?m o sur Pespace xZn_1,
sous-espace convexe de Lgn, - Son calcul passe par les étapes suivantes :

— expression de Xy_1 et de son orthogonal dans Lgﬁ en fonction des
espaces de Hardy :

Py = (HF noxGTHE G) 6!
et

L2
Pntr = Hyy G+ XNGHE ™,

— étude de la projection W](\%) de Lgﬁ sur ng;r N <I>NG_1H92){G,

— étude de la projection HS\I;) de Lgﬁ, psur Zn_1 et expression de la

solution du probleme de la prédiction.

B.1. Lemmes techniques et expression de &y _; et 2\t

Proposition B.1. &y C H%?'F C L3 p
Démonstration. Ceci tient au fait que tout polynéme P € Py est de type

k=N
analytique dans Lgn, et que,si P= Y x*A, € Py, ona
k=0

k
I Akl = 144Gz, < [ 4kl2lIGll 2,
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On en déduit que P est dans Lgﬁ, r et donc dans Hg; o O

Lemme technique 4.

2

1L
(VH3p =HEG™ (i) (Hy ) ™ = HE G"
cee — —1x% — . — J‘LQ
(111)H923LF: G *H (iv) (Hsan> M= GHY

Démonstration.
(i) YM € Hif b, I(P)men C 2y tel que Jim ([P = Mgz =0.Or

1B~ Mgz, , = (P~ M)Gll3,.

Donc nErfooPmG = MG dans Lgn et comme P,,G € Hg;, MG e Hg{ et
M € Hgf G

Alors H%?F C HSQ{G_I.

Réciproquement, VM € HQQJ;FG_I, (Pp)men C PN tel que nli)TooHPm —

1P~ MGz = (PG — M)

”LgﬁyF'

Donc lim P,,G~' = M dans LEQDY,F‘ Mais Vm € N, P, € Hg{F et

n—-+00

1673, , = 1< +o0,

- 2 — 2 —
donc G! € Hw{F Alors P,G™! € Hm{F et ||PnG 1”L527.TI,F = HPmHLgn
On en déduit que M € HgﬁF et

2+ -1 2+
Hy G™ C Hyy .

Finalement |,
H2  — g2ra!
m,F m :
(ii), (iii) et (iv) se déduisent de (i) par calcul direct. O
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Il vient alors, sachant que ®n = xVG~*G, et en utilisant (B.1),
PN_1 = HthJCF N XNHE%ITF
=Hi G nxNa " Hy
= (B3 nXNGTHE G) 6,

et donc
D1 = (Hyf n oG HE G) G (B.2)
Maintenant, on note :
) : Ly — Py (B.3)
0 L3 — HE NnONG'HZ G = Py G, (B.4)

les projections orthogonales respectivement sur #y_1 et Zn_1G.
Lemme technique 5.

VM € Ly p, IW) (M) = n)(MG)G.

Démonstration. P = Hg\f) (M) est le polynome matriciel tel que

olin 1M = Qlg, , =d(M, Pyn-1) = M = Pz, .

Or, HM—QHL%I’F = HMG—QGHL%I. Donc si M € Lg, i, alors MG € Ly
et

2 F
|M =Pl = IIMG = PGz . Donc PG = Qe =1 ()G, et

VM € Ly p, IS (M) = xQ(MG)G.

O

Rappelons les deux résultats classiques suivants des espaces de Hilbert,
donnés sans démonstration :

Proposition B.2.
(i) Soient E un espace de Hilbert et A et B deux sous-espaces vectoriels
de F, alors

(AnB)* = AL B,

(ii) Soit E un espace de Hilbert. Si A et B sont deuz sous-espaces vectoriels
fermés orthogonaux de E, alors A+ B est fermé dans E.
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L’ application de (i), permet d’écrire

L2
2 m
1Lz

Pty = (HgﬁfF)LLgn + (XNHs%z_,F)

L2
= Hy G* + xNGHgy ™,

et

2
J_L2 LED?

Loy (H%?)LL% N ((I)NGleE%{G)

m

(H3 N (onGT'HE G))

L’application de (i) et (ii) permet d’établir le lemme suivant :
Lemme technique 6.

112
(H3 N (onGT HE G)) ™ = (Hay + XV HE ) G
Démonstration. YA € M, (C), VB € M, (C) , tr(AB) = tr(BA).
9.\ L Lo 9
De plus, (Her) = Hgy .
- N\ N a2t ot
Montrons que (@NG Hyy, G) =x"GHy G :
VM € Hyf, VM’ € Hyy
NGTIM'G = xNGTM'G € dnyG T Hyy G,
et
XNGMG™ e XNGHGF G
<XNGMG_1*, XNG_I*M,G>L§W — <GMG_1*, G_I*M/G>Li2m

_ 1 /T i (GMG (G M'G)) do

n

_ 1 / tr (GMG*G*M"*G™) do

nJr

_ /T tr (GMM*G) do

/T tr (MM’*) do

S|I=3I=
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- N\ N o2 et
On a donc (CI)NG Hgy G) =x"GHyp G™ " et

(H3 ((I)NG_ng){G))ng” B XNGHZIG

2
La:n

112
(H3 N (onG T HE G)) 7 = (HE G-+ XNGHE ) G
Comme G € Hg; et G* € H3 , on a
GHy = Hyi = H3 G,

et
Hy  G*=Hyy =G Hyy .

Donc

2
LSUI

(HE%IJr n ((I)NG_IHE%?G))LL%T = (Hz%; + XNH%;F> G-1*

Or ng; et N Hg; sont non vides, fermés et orthogonaux, et d’apres la
proposition B.2 (ii),
ng? +xN Hg; est fermé dans Lg:n- Comme G~ est inversible, le produit
& droite par G~'* est une application bijective et bicontinue sur Lgﬁ et

donc (Hg%{ +xN Hg;) G~1* est aussi fermé dans Lgﬁ. Finalement,

(HE 0 (oG 13 G)) ™™ = (13 + XV HE ) G,

B.2. Etude de la projection W](\?)

Le lemme technique 6 précédent permet de définir la projection :

Tt = 1= a1y — (B +xVHE) G = (PG
Comme ®y = xVGG~*, on a

Or, pour deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace de Hilbert, la
somme A + B s’écrit

1
A+B=A&(AnB)*?,
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ot (AN B)*? est 'orthogonal de AN B dans B. Donc

1 1HZ®
Hyy + Hyf oy = Hy & (Hy nHyfox) ™ .

D’autre part, 3@y = ¥V G*G VGG = 1d = ¢y P}, et donc

2— 24 9 £ 2— ak o\ LHa
HZ + HZ ®y = HZ @((Hm NN HE) )@N.
2+

1H
On pose alors Ly = (ng;q)}‘v N H%f) ™ et ainsi

L
HZ + HE ®n = H & Ly®y.

Etudions maintenant cet ensemble Ly , qui a les propriétés suivantes :
Proposition B.3.

2
Lsm

(i) Ly = 7 (Haf @)
(if) Hf N Hy @ = ker (1d - Hy | Ha, )

= Ly = (ker (1d - H;IQNHCI)N))“{3"+ .

Démonstration. (1)VM € my (Hg,f@}), M’ € Hg tel que
M = m (M'®Y).
VM € Hiy @5 N Hyt , 3IM| € Hyy tel que My = M{®%. Or
(M My) gy = (m (MIO3), MiB) 2
(M M)
= <M’,M{>L§ﬁ =0.

Donc 7 (H%;r(I)}‘V) C Ly, qui est fermé, ce qui entraine

2
Lsm

Ly =y (H3 @3
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(i)VM € Hyy @4 N Hy, IM' € Hgy tel que M = M/,
Hoy(M) =n_(M®y) = 1_(M'®40N) = 7_(M') = M.
Hj Hey(M)=Hj (M) =n (M'®y)=my(M)= M, et donc

(Id — Hy  Hgy ) (M) = 0.
Alors M € ker(Id — Hj He,) et Hyy ®3 N Hy C ker(Id — Hy Ho,).
Réciproquement, si M € ker(Id — H$NH<I>N>7 alors M € Hg; et
Hg Hey(M)= M.
M|z, = llm+ (Hay (M)®N) [| 2,
< | Hoy (M)PN |12,
< || Hay (M) 3,
< llm—(MEN)ll 3,
Mais
|MOn|I7y = Ime(MEN)7s + [[7—(MEn)|F2
= 102,
< llm- (M@,
et donc 7 (M®y) = 0. Alors MOy € Hgy et M € Hi ®%, ce qui
entraine
M € Hy ®5 N Haf,
et
ker(Id — Hy  Ho, ) C Hgy @5 N Hy' .
Donc

ker(Id — Hy  Heo, ) = Hyy @i N Hy',

et Ly = (ker (Id — Hy, Hq,N))LHEU?.

Proposition B.4.
(i) 30 €]0, 1+ |Hoyllzz, < n-
(ii) L’opérateur 1d — zHj Heo, est inversible et

(1a - zHgNHq>N)_1 — (HgNH¢N)p,
peN
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1
Vz € C tel que |z| < —. En particulier, Id — Hg He, est inversible.
n

Démonstration. La preuve nécessite 'utilisation du lemme classique sui-
vant, donné sans démonstration :

Lemme B.5. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un espace de
Hilbert E, tels que AN B = {0}.
Alors A+ B fermé <= dn €|0,1[: Ya € A, Vb € B, [{a,b)g| <
nllallz|bl e
Comme Hs)2:r? + Hg;@ N est fermé, puisque c’est
112
(Ha n (onGT HE G)) ™,

1
Hgﬁ_ @ LyPpy Vest aussi et on définit

(M', Ho (M)) 2
H. = ‘ »l .M e Hi — {0}, M' e HY- — {0} ;.
H <I>NHL§jt Sup{ HMHLgnHM,HLgﬁ m { } m { }

L
Comme Hgi = Ly @ (Hgg@j‘v N H%), on a directement

| Hay | M| (0}, M’ € HZ — {0}
@ 2 = Ssup : € Ly — ; € — .
wlizg, [Tz 12271 2, m

On applique alors le lemme précédent a A = Hgn_ et B = Ly®y.

1
ng? @ Ly®y étant fermé en tant qu’orthogonal de #yn_1G dans ngm’
In €]0,1[ tel que VM’ € HZ7, VM € Ly,

(M, MPy) 2

/!
<l Mgz IM@N| 2 -

Comme HM<I>N||L§2m = HMHL%?, on en déduit que [[Hoyl|/;2 <n < 1. Par
m
ailleurs,
Hy Hey: Hy — Hyg — Hyf
M— 7m_(M®y) — 7y (m_(MPN)DPy) .
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Or VM' € Haf, VM € HZf,
(M, (Hy Hay ) (M) 12 = (M, 7y (- (M®N)®R)) 12,
= (Mlvﬂ—(M@N)q’*Nhgn
= (M'®y, Hoy (M) 2 .
Donc
(M, (i Hay ) (M) 12 | < (M@, Hoy (M) 13|
< | Hopllzz 1M]l2 1M @n |l 2,
< | Hopllzz 1M]l 2 1M 2,
On obtient alors
1HayHoyllrz, < [Hoyllrz, <n <1,

et
Vz i |2||Hey Hayllz, < lzln <1,

Vopérateur Id — zHg, Hg, est donc inversible, et son inverse a la forme
annoncée. 0

B.3. Etude de la projection HE\I;) ; solution du probleme de la
prédiction

Les lemmes techniques de la section B.1 nous aménent au résultat sui-
vant :

Théoréeme 2.11. VM € L%JTF ,
F
() =

{W+(MG) - T+

{(-H, ) (o (e (MG)B3) fon| Lot

Démonstration. YM € Lg; 1, ﬂ](\?)(MG) = MG — Fg\?)L(MG).
(Si M € Lgﬁ,F’ alors MG € L2, : HMGHLgn = ||M||L§mF) En utilisant la
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définition (B.4) de la projection 71'1(\%), on peut écrire ﬂ](\?)l(MG) =U+

VOoy avec U € Hyy et V € Ly C Hyt.
W](\?)(MG) € Hyf = m_ (W](\%)(MG)) =0,
donc
T_(MG) —m_ <7T](\?)L(MG)) =0
et U+ nm_(VOy) =7_(MG). Finalement , U + Hg, (V) = 7_(MG).
D’autre part, W](\?)(MG) € dNG T HY G, donc IM' € Hyy tel que
TD(MG) = dnG'M'G = MG — (U + Voy)
et
U+Voy=MG—- oG 'M'G.
On obtient donc le systéeme suivant, d’inconnues U et V' :
{ U+ Hyoy (V) =1_(MG)

U+Voy = MG - dNGIM'G
U+ Hp\ (V) =7_(MG)
Uoy +V = MG®Y — NG IM'GOY,

ce qui entraine

U+ Hgy(V) =7_(MG)
T (UPN)+V =7 (MGPY) — i (PNnGIM'GOY),
ou encore

U =71_(MG) — Ho, (V)
Hy (U)+V =m(MG®Y) — 1 (NG I M'GDY).

En remplagant U dans la deuxieme équation, on obtient
Hy, (7-(MG) — Hopy (V) + V = my (MGOY) — 74 (DN G~ M'GY),
qui équivaut aux équations suivantes :
(Id—H&';NHq)N) (V) =74 (MGPY) —my (PG~ 'M'GOY) — H, (7 (MG)) ,
(ld=Hy Hoy) (V) =74 (MG®Y) —m4 (DG~ M/ GOY) — 4 (1 (MG)®),
(ld—Hy  Hoy) (V)= (1 (MG)®Y) — mi (ONG™ MGOY,).
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Or YM" € HZf, VM’ € Hay,
1 1
(NG MGy, M) =~ / r (Weree ey e e M) do
nJr
1
n

/ tr (XNG**M/YNGG*G%M”*) do
T

1 1"
. / r (Ne RN e eaT M) do
nJr

_ 1 /T tr (G—l*M/G*M“*) do

n

=(G""M'\M"G)z =0.

Donc &G M'GP®Y € Hay et my (PG 'M'GPY,) = 0.
On obtient alors :
U =7_(MG)—Hg,(V)
{ (Id — H&‘,NHq)N) (V) =m4(rp(MG)PY),
ce qui équivaut a
U =7_(MG) —7_(Voy)
{ Vo= (1d- H$NH¢N)_1 (4 (L (MG)DY,)) .
On a donc
TD(MG) = MG — (U +Voy)
= MG —7_(MG)+7_(Vby) - Voy
=1 (MG) =7 (VOy).

Finalement |,

TP (MG) = 14 (MG)—my

{(Id - H:fwlarqu1 (m+ (7r+(MG)<I>}‘V))} @N} ,

et H%I;)(M) = W](\?)(MG)G_l, d’ou le théoreme. O

Corollaire du théoreme 2.11.

St P est un polynome trigonométrique matriciel non nul, inversible,
avec P € Pn_1 N HE et Pl ¢ HER, et st G = P~ de sorte que
F =P P~ =(P*P)"!, alors

I\ (M) = m (MP)P — ., (MP™'@}) &y P,
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Démonstration. On applique I'égalité du théoreme avec G = P~!. Dans
ces conditions,

VM € HE, (Hy Hoy) (M) =my (r_(MOy)DY),

k=N-1
et MOy = MXNPIP* = MP \NP* Or,si P = Y. x*A;, avec
k

=0
k=N-1
Aj, € M, (C), alors Vk € Ntel que 0 <k < N—1,xVP* = > yN-kay
k=0

avec 1 < N — k < N. Donc XNP* € HD%? Comme P! € H2+, on en
déduit que M@y € Hyl et 7_(M®y) = 0. Ainsi, Hp,, = 0 sur Hgi. On
a alors

7 (M) = [ro(MP7Y) = my [(my (m (MPTHDY)) @n]| P

my (rp(MP YY) = 7 ((MP7! =7 (MPT)) @y).
Comme M € Hy et P~' € Haf, m_(MP~!) = 0. Donc
7y (r (MPTY®Y) = i (MPTI0) = A,
et

my [(7e (me(MPTHY)) @n] =7y (Ady)
= ACI)N — 7T7(.A(I)N)
— Ady — Ha, (A).

Comme A € HZ, ce qui entraine que APy € Hg{ , on en déduit que
Hg, (A) =0 et donc

my (74 (7 (MPH®Y)) @x| = ABy = 7 (MP'35) Dy
Finalement,

07 (M) = 7y (MP™)P =y (MPT'0%) Oy P.
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B.4. Estimation du polynéme de prédiction

Le but de cette section est de donner une estimation asymptotique en
norme Lgﬁ,  du polynome de prédiction.

Proposition B.6. Le polynome de prédiction pour un passé fini, dans le
cas vectoriel, s’écrit

Ry =1Id — I (x14).
Démonstration. Par définition de Ry, 3 M € Pyn_; tel que Ry = Id —
XLy (M), et

Jra ),
m,F
soit minimale. Or
F _ F _ F

[P an] , = [ad-mPan], = |xe-nona|

m,F m,F m
On en déduit que

my (XG) = Iy (M)G = 1 (R1A)G,

et donc HE{P(M) = Hg\f) (x1d). O

Nous allons en déduire une estimation de HRNH%gn o
F)/— SIS
) (x1d) = 7, (XG)G !

{ (1d - Hy, Haoy )

oy (s (m+(XG)B)) | 0| G,

Posons
O(N,G) =4 H (1d - Hy, Hay )

Alors

(. (4 (XG) @) b @]

Ry =1d -y (m(yG)G‘l —~O(N,G) G—l) .

Comme 7 (YG) = XG — 7—(XG), Ry = x (7 (XG) + O (N,G)) G
On a alors HRNH%Q = [[7—-(XG) + O (N, G) et comme 7_(YG) et
m,F

O (N, G) sont orthogonaux dans L,
2 — 1\ (|2 2
1Bl , = lIm- (XG5, + 0N, C) I

||%SZDI’
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D’autre part, G est de la forme G = 3 x*G}, et donc XG = XGo +
keN

done 7 (YG) = XGo et [|7—(XG) |13, = |Gollz = |G(0)]]-

Maintenant, pour estimer ||O (N, G) ||, , posons wy = . (74 (XG)Py).
m

Alors

O(N,G) =, {(Id - HE{,NHcpN)_l (wn) @N} :
et

—1
10(N.G) I3, < (1 = Hi oy )| el
m

wy = T4 (XGPY) — T4 (1 (XG) PN )
=1 (XGON) — Hg, (m-(XG)).-

Soit uy = 74 (XG®Y) € Hyt . Alors VM € HE,

>L2

(un, M)z = (XG
<yN+1GG*G M)
= (X
= (

NHlgrag! M)
YV d MGz

Comme MG € Hg, (xNT'Id, MG) 1z, = 0, donc (uy, M)z = 0 et
uN = 0.

Finalement, wy = —Hg (7-(XG)). On en déduit une estimation de
I wNHLg;n sous la forme

leowlliz, < IHay iz (GO
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Par ailleurs, VM € H2 , VM' € HZ |
(Hyy (M), M') 2 =

Finalement, VM € Hg, , YM' € Hyl,

<H:£N (M)v M/>L£2m = <M’ H’PN(M/))L%?’
Hj , est I'adjoint de Hg, et HH;I*)NHLgn = HH(pNHLgn. On en déduit que
Hg, Hs, est auto-adjoint. Par conséquent, VM € HZT,

(Hyy Hay (M), M) 2 = |[Haoy (M)]Zz .

ce qui entraine
1HG, Hoyllzs, = [1Hayll7; -

Posons alors HH<I>NHL§n =pn(F7Y).

Nous avons vu aux paragraphes 4.1 et 4.2 une méthode pour évaluer cette
norme.
Or on a vu précédemment que

(Id—H;f)NH@N)_I =Id+ Y (H;NHq,N)k
keEN*

On obtient donc

(- Hg Ha) | <l + Y || Hy Ho
q>N N Lgﬁ — Lfm P CDN N Lgﬁ
2k
<1+ > [pn(F)
keN*
1
T 1 [pn(FY
et 1
IH(N,G) |2 < pn (7Y |G(0)]|2-
B =1 [py(F-1)

Ce qui précede nous amene a la proposition suivante :
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Proposition B.7. On peut estimer la norme au carré du polynome de
prédiction pour un passé fini par ’expression asymptotique suivante :

—1y12
[on (F7H)]
—1\12
(1= lox(F 1))
ot pn (F 1Y) est la norme-opérateur de Hg,, dans L et @(0) le coefficient
de Fourier d’ordre 0 de G.

En vertu de la proposition 4.5 démontrée au paragraphe 4.2, on en dé-
dust

0 <||Bxl72  — GO < 7 IGO)I3

Jim Ryl = 16Oz

‘ li F~1) =o.
puisque lim pn(F77)
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