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Grandes déviations et loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les processus de diffusions

avec réflexion

Toussaint Joseph Rabeherimanana

Résumé

Dans cet article, nous démontrons une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour
les diffusions avec réflexion à la frontière d’un ouvert régulier D0 de Rn semblable à
la loi de Strassen [5] pour le brownien et de Baldi [2] pour les diffusions en utilisant
la technique de grandes déviations.

Diffusion process with reflecting boundary
Abstract

Let D0 a regular open set in Rn. We prove in this paper a functionnal iterated
logarithm law for D0−valued diffusion process with reflecting boundary conditions,
extending the results of Strassen [5] and Baldi [2] when ∂D0 = ∅, using large
deviations principle.

1. Introduction

Dans cet article nous étendons, dans le cas des processus de diffusions
avec réflexion, les résultats de Strassen [5] pour le brownien et de Baldi
[2] pour les diffusions concernant une loi fonctionnelle du logarithme itéré.
Plus précisément, nous déterminons l’ensemble-limite, pour u→ +∞ de
la famille {zu} où

dzu(t) = b̃u(zu(t))dt+
1√
Lu

σ̃u(zu(t))dB(u)
t + γ(zu(t))1∂D0(zu(t))dAu,x

t ;

Au,x
0 = 0, zu(0) = x ∈ D0,

Mots-clés : Grandes déviations, diffusions avec réflexion, loi fonctionnelle du
logarithme itéré.
Classification math. : 60F17 (60F10).
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D0 ouvert régulier de Rn ,(γ(x), x ∈ ∂D0, ) un champ de vecteurs non
tangents sur ∂D0, frontière de D0, Au,x

t un processus croissant continu, ne
croissant que sur

{
s; zu(s) ∈ ∂D̄0

}
et vérifiant

Au,x
t =

∫ t

0
1∂D0(zu(s))γ(zu(s))dAu,x

s .

Comme dans [3] et [5], notre résultat est démontré essentiellement en
utilisant les résultats de grandes déviations pour les processus de réflexion
(c.f [1] et [4]). Notre méthode consiste à étendre les résultats de Baldi [2]
pour un certain processus non restreint dont les coefficients sont des fonc-
tionnelles non anticipatives. Et par la continuité de (Γ,Ξ)(voir définition
(2.4)), nous en déduisons notre résultat pour le demi-espace. Le résultat
pour un ouvert plus général s’obtient par localisation et recollement (c.f
Anderson & Orey [1] et Doss & Priouret [4]).

Dans la section 2, nous rappelons les résultats de grandes déviations
d’Anderson & Orey [1] et Doss & Priouret [4] pour les diffusions avec
réflexion. Ces résultats sont utilisés dans la section 3 pour démontrer notre
résultat principal, théorème 3.7.

Remerciements : Nous tenons à exprimer toute notre reconnaissance
au referee

2. Petites perturbations de systèmes dynamiques avec ré-
flexion à la frontière

Dans ce paragaphe, nous présentons les résultats de grandes déviations
pour les systèmes dynamiques avec réflexion (c.f.Anderson & Orey[1] et
Doss & Priouret [4])

Soient D0 un ouvert de Rn et (γ(x), x ∈ ∂D0) un champ de vecteurs
non tangents sur ∂D0, frontière de D0. On considère la solution (Xε, Aε)
de l’équation :

Xε
t = x+ ε

∫ t

0
σε(Xε

x)dBs +
∫ t

0
bε(Xε

s )ds+
∫ t

0
1∂D0(X

ε
s )γ(Xε

s )dAε
s (2.1)

avec Xε
t ∈ D fermeture de D0, Aε

t un processus croissant continu ne
croissant que sur {s,Aε

s ∈ ∂D0} et B = (Bt)t∈[0,1] un mouvement brownien
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Processus de diffusions avec reflexion

issu de 0 à valeurs dans Rd, défini sur(Ω, F, (Ft)t∈[0,1], P ).
Nous supposons que les applications qui à{

x ∈ Rn → σε(x) ∈ Rn ⊗ Rd et
x ∈ Rn → bε(x) ∈ Rn (2.2)

sont lipschitziennes et bornées et que bε (resp. σε) converge uniformément
vers b (resp. σ) lorsque ε tend vers 0.

2.1. Cas du demi-espace Rn,+

Dans ce paragraphe, on prend pour D0

Rn,+ déf
=
{
x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn)avec x1 > 0

}
On considère la solution (Xε, Aε) de l’équation

Xε
t = x+ ε

∫ t
0 σε(Xε

s )dBs +
∫ t
0 bε(X

ε
s )ds+ e1.A

ε
t ; (2.3)

(Xε
t )1 ≥ 0, e1 = (1, 0, . . . , 0)

et Aε
t un processus croissant continu vérifiant Aε

t =
∫ t
0 1(x1=0)(Xε

s )dAε
s

Sous les conditions (2.2), la solution (Xε, Aε) de (2.3) existe et est
unique. Suivant les idées d’Anderson & Orey [1], on a

Xε
t = ΓY ε

t et Aε
t = ΞY ε

t , où Γ et Ξ sont définies par les formules
pour chaque ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ C([0, 1] ,Rn)
Ξω = $1,Γω = (ω1+$1, ω2, . . . , ωn) où $1(t) = − inf

s≤t
(ω1(s)∧0) (2.4)

et Y ε
t est solution d’un certain processus non restreint,

Y ε
t = x+ ε

∫ t

0
σε,s ◦ Y εdBs +

∫ t

0
bε,s ◦ Y εds (2.5)

Les entrées σε,s et σε (resp.bε et bε,s) sont reliées par les formules
σε,s ◦ Y = σε(ΓsY ) (resp.bε,s ◦ Y = bε(ΓsY ))
De plus, on a ‖Γη − Γθ‖ ≤ 2. ‖η − θ‖

Notons H1 l’espace des fonctions absolument continues de [0, 1] dans
Rd avec une dérivée de carrée sommable. C’est un espace d’Hilbert muni
du produit scalaire (f, g) =

∫ 1
0 ḟs.ġsds Définissons une application

Sx : H1 : → Cx([0, 1] ,Rn)
f → g = Sx(f)

63



T.J. Rabeherimanana

g = Sx(f) si, et seulement si, g est solution de:

gt = x+
∫ t

0
σs ◦ gḟsds+

∫ t

0
bs ◦ gds

Définissons une fonctionnelle d’action sur Cx([0, 1] ,Rn)par la formule:{
I(g) = inf

{
1
2 ‖f‖

2
H1 lorsque g = Sx(f)

}
inf {∅} = +∞

(2.6)

Nous avons alors les résultats suivants (c.f.[1] et [4])

Théorème 2.1. Soit a > 0. Supposons vérifiée la condition (2.2).Alors
∀ρ > 0, R > 0, il existe ε0 > 0, α0 > 0 tel que ∀f ∈ H1 vérifiant
1
2 ‖f‖

2
H1 ≤ a ; si g = Sx(f), alors

P (d(Y ε, g) > ρ ; d(εB, f) < α) ≤ exp− R

ε2
.

Théorème 2.2. Considérons le processus Y ε = (Y ε
t )t∈[0,1] solution de

(2.5).Notons P ε la loi de Y ε.Alors P ε satisfait à un principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle d’action I définie par (2.6). De plus,nous
avons les estimations suivantes
∀A ⊂ Cx([0, 1] ,Rn)

− inf {I(g), g ∈ A◦} ≤ lim inf
ε→0

ε2lnP ε(A) ≤ lim sup
ε→0

ε2lnP ε(A)

≤ − inf
{
I(g), g ∈ Ā

}
où A◦(resp.Ā) désigne l’intérieur de A (resp. l’adhérence de A).

Définissons les fonctionnelles d’action sur Cx,0 ([0, 1] ,Rn,+ × R)
et Cx ([0, 1] ,Rn,+)

Ī+(ψ, φ) = inf {I(θ), lorsqu’il existe θ ∈ Cx ([0, 1] ,Rn)
telle que ψ = Γθ et ϕ = Ξθ}

inf {∅} = +∞
(2.7)

où Γ, Ξ et I sont définies par (2.4) et (2.6){
I+(ψ) = inf {I(θ), lorsqu’il existe θ ∈ Cx ([0, 1] ,Rn) telle que ψ = Γθ}
inf {∅} = +∞

(2.8)

Théorème 2.3. 1) Considérons le couple (Xε, Aε)solution de (2.3).
Notons Qε la loi de (Xε, Aε), Qε ∈M1(Cx,0 ([0, 1] ,Rn,+ × R)). Alors
Qε satisfait à un principe de grandes déviations avec la fonctionnelle
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d’action Ī+ définie dans (2.7) De plus, nous avons les estimations
suivantes
∀A ⊂ Cx,0([0, 1] ,Rn,+ × R)

 − inf
{
Ī+(ψ,ϕ), (ψ,ϕ) ∈ A◦

}
≤ lim inf

ε→0
ε2lnQ̄ε(A)

≤ lim sup
ε→0

ε2lnQ̄ε(A) ≤ − inf
{
Ī+(ψ,ϕ), (ψ,ϕ) ∈ Ā

}
où A◦ (resp. Ā ) désigne l’intérieur de A (resp. l’adhérence de A).

2) Considérons Xε solution de (2.3).
Notons Qε la loi de Xε,Qε ∈M1(Cx([0, 1] ,Rn,+)),espace des mesures
de probabilités sur Cx,0([0, 1] ,Rn,+). Alors Qε satisfait à un principe
de grandes déviations avec la fonctionnelle d’action définie dans (2.8)
De plus, nous avons les estimations suivantes ∀A ⊂ Cx([0, 1] ,Rn,+). − inf {I+(ψ), ψ ∈ A◦} ≤ lim inf

ε→0
ε2 lnQε(A)

≤ lim sup
ε→0

ε2 lnQε(A) ≤ − inf
{
I+(ψ), ψ ∈ Ā

}
où A◦ (resp. Ā ) désigne l’intérieur de A (resp. l’adhérence de A).

Nous renvoyons le lecteur à [1] et [4] pour une écriture explicite de I+

et Ī+ .

2.2. Cas d’un ouvert régulier de Rn

Soit D0 un ouvert connexe régulier de Rn. Notons D l’adhérence de D0.
Supposons que D a une frontière régulière ∂D sur laquelle est défini un
champ de vecteurs réguliers γ orienté vers l’intérieur D0. Alors il existe
un couple (Xε

t , A
ε
t ) de processus Ft-adapté, solution de (2.1) où les entrées

vérifient (2.2).
La construction se fait par localisation (c.f. [1] et [4], i.e. on se place

dans une carte locale pour réduire le problème (2.1) à un problème sur le
demi-espace ou Rn tout entier et on recolle ensuite).

Dans toute la suite, nous considèrerons
⋃

=
{
U0, U1, . . . ,

}
une famille

finie ou dénombrable de sous-ensembles ouverts relativement compacts de
D qui recouvrent D0 et telle qu’à chaque U ∈

⋃
est associé un système de

coordonnées

µ :
⋃→ Rn qui à x associe µ(x) = (µ1(x), . . . , µn(x)).
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Nous supposons vérifiées les conditions suivantes :

(2.9)

i) U0 ⊂ D0 et le système de coordonnées correspondantes est le système
de coordonnées usuelles. Si U = Uk, k > 0, dans ce cas U coupe ∂D
et

U ∩ ∂D =
{
x ∈ U ;µ1(x) = 0

}
, U ∩D0 =

{
x ∈ U ;µ1(x) > 0

}
ii) Il existe ρ > 0 et pour chaque x ∈ U , il existe un entier positif k(x)

tel que si y ∈ D vérifie d(x, y) ≤ ρ alors y ∈ Uk(x).
Considérons l’équation (2.1). Si Xε,x

t ∈ Uk et si µ est le système
de coordonnées associées à Uk, alors µ(Xε,x

t ) , grâce à la formule
d’Ito, satisfait à une équation comme dans (2.1) avec de nouveaux
coefficients σε,k, .bε,k et un champ de vecteurs γk sur la frontière de
Rn,+.

iii) Les entrées σε,k et bε,k satisfont à la condition (2.2)
iv) γk(0, y2, . . . , yn) = e1 pour (0, y2, . . . , yn) ∈ Imµ
v) Il existe c > 0 tel que ∀ Uk , la fonction coordonnée associée satisfait

1
c
. |µ(x)− µ(y)| ≤ |x− y| ≤ c. |µ(x)− µ(y)|

Théorème 2.4. Considérons le couple (Xε, Aε)solution de (2.1)
(resp.Xε ). Supposons que la condition (2.2) est vérifiée. Alors les asser-
tions du théorème 2.3 sont valables.

3. Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les processus
de réflexion

3.1. Cas du demi-espace

Nous rappelons d’abord la définition d’un système de contractions cen-
trées en un point. Soit U un ouvert fixé deRn.

(3.1)

Définition [2].Une famille Θ = (Θα)α∈R+ de transformation bĳectives
continues de U vers U est appelée un système de contractions centrées
en x si

a) Θα(x) = x,
b) si α ≥ β, alors on a |Θα(y)−Θα(z)| ≤ |Θβ(y)−Θβ(z)| ∀(y, z) ∈ U2
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c) Θ1 = IdU et Θ−1
α = Θα−1 . De plus, pour tous compacts K de U et ε

positif, il existe δ > 0 tel que si |αβ − 1| < δ, alors
|Θα ◦Θβ(y)− (y)| < ε ∀y ∈ K

Soient maintenant σ̃ un n × d- champ de matrices et b̃ un champ de
vecteurs sur U. Posons ã = σ̃tσ̃ et considérons l’opérateur différentiel du
second ordre sur U

L̃ =
1
2

∑
ãij

∂2

∂xi∂xj
+
∑

b̃i
∂

∂xi
(3.2)

Posons L(t) = ln ln t et φ(t) =
√
t ln ln t{

b̃α(y) = α(L̃Θφ(α)) ◦Θ−1

φ(α)(y)
σ̃α(y) = φ(α)(∇Θφ(α))(Θ

−1

φ(α)(y)).σ̃(Θ−1

φ(α)(y)),
(3.3)

où Θ est un système de contractions centrées en x.

Hypothèse:Nous dirons que le triplet (b, σ,Θ) satisfait (3.4)

l’hypothèse (3.4) si Θα est 2 fois différentiable ∀α > 0 et il existe
un n× d- champ de matrices σ et un champ de vecteurs b sur U tel que

lim
α→+∞

b̃α(y) = b(y), lim
α→+∞

σ̃α(y) = σ(y)

uniformément sur les sous-ensembles compacts de U. De plus si bε = b̃1/ε

et σε = σ̃1/ε alors les entrées bε et σε satisfont à la condition (2.2).
Nous dirons que σ̃ est adapté au système de contractions Θ si σ̃α = σ̃

pour tout α > 0. Dans ce cas, il suffit que l’application qui à x associe
σ̃(x) soit lipschitzienne sur tous les compacts.

Pour tout u > 0, B(u) désignera le mouvement brownien

B
(u)
t =

1√
u
But.

Considérons la diffusion y, solution de l’équation différentielle stochas-
tique

dyt = b̃(yt)dt+ σ̃(yt)dBt; y0 = x et posons pour tout u>0
yu

t = yut et zu(t) = Θφ(u)(yu
t ).
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Par la formule d’Ito et par changement de temps zu est solution de

∗ dzu(t) = b̃u(zu(t))dt+
1√
Lu

σ̃u(zu(t))dB(u)
t ; zu(0) = x

Sous l’hypothèse (3.4), nous voulons trouver l’ensemble-limite de la fa-
mille {zu} qui satisfait * sur

{
x;x1 > 0

}
pour u→+∞ p.s. et qui est instan-

tanément réfléchie selon e1 en atteignant la frontière
{
x;x1 = 0

}
. Alors zu

est solution de

dzu(t) = b̃u(zu(t))dt+
1√
Lu

σ̃u(zu(t))dB(u)
t +e1dA

u,x
t ; zu(0) = x Au,x

0 = 0,

(3.5)
avec Au,x

t un processus croissant continu, ne croissant que sur{
s;x1(zu(s)) = 0

}
vérifiant

Au,x
t =

∫ t

0
1(x1=0)(zu(s))dAu,s

s .

Sous l’hypothèse (3.4), nous pouvons appliquer les résultats de la section
2 à (b1/u, σ1/u) = (b̃u, σ̃u) et nous avons :

(3.6) − inf
{
Ī+(ψ,ϕ), (ψ,ϕ) ∈ A◦

}
≤ lim inf

u→+∞
1

Lu lnP {(zu, Au) ∈ A}
≤ lim sup

u→+∞
1

Lu lnP {(zu, Au) ∈ A} ≤ − inf
{
Ī+(ψ,ϕ), (ψ,ϕ) ∈ Ā

}
 − inf {I+(ψ), ψ ∈ A◦} ≤ lim inf

u→+∞
1

Lu lnP {zu ∈ A}
≤ lim sup

u→+∞
1

Lu lnP {(zu ∈ A)} ≤ − inf
{
I+(ψ), ψ ∈ Ā

}
Théorème 3.1. a) Sous l’hypothèse 3.4’ (voir la démonstration ci-

dessous), la famille {(zu, Au)}u est relativement compacte ; de plus
C̄+ =

{
g; Ī+(g) ≤ 1

}
est l’ensemble-limite pour u→ +∞ p.s..

b) Sous la même hypothèse, la famille {zu}u est relativement compacte ;
de plus C+ = {g; I+(g) ≤ 1} est l’ensemble-limite pour u→ +∞ p.s..

Supposons que U = Rn, b̃ = 0, σ̃ = Id, Θα(y) = α−1y. Dans ce
cas, zu(t) = 1√

Lu
B

(u)
t + e1A

u,x
t ; Au,x

0 = 0. Le théorème 3.1 est alors une
extension au brownien réfléchi de la loi de Strassen [5].
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Démonstration. Suivant les idées d’Anderson & Orey [1]

(zu, Au)(t) = (Γt,Ξt)Vu,

où Vu est solution de

dVu(t) = b̃u(ΓtVu)dt+
1√
Lu

σ̃u(ΓtVu)dB(u)
t ; Vu(0) = x (3.7)

D’autre part, considérons (yt, At) solution de
dyt = b̃(yt)dt+ σ̃(yt)dBt + e1dAt; y0 = x A0 = 0 alors (3.8)
(yt, At) = (Γt,Ξt)Y avec
dYt = b̃(ΓtY )dt+ σ̃(ΓtY )dBt;Y0 = x (3.9)
Posons

Y u
t = Yut

Alors du fait que
V u(t) = Θφ(u)(Y u

t ).
(3.10)


(ΓutY )1 = (Y u

t )1 − inf
0≤s≤ut

((Ys)1 ∧ 0)

= (Y u
t )1 − inf

0≤v≤t
((Y u

v )1 ∧ 0)

= (ΓtY
u)1

(3.11)

Y u est solution de :

dY u
t = ub̃(ΓtY

u)dt+
√
uσ̃(ΓtY

u)dB(u)
t ; Y u

0 = x (3.12)

V u est solution de :

dV u(t) = b̃u ◦ V udt+ 1√
Lu
σ̃u

t ◦ V u dB
(u)
t ; V u(0) = x en posant

L̃t = 1
2

∑
ãij,t

∂2

∂xi∂xj
+
∑
b̃i,t

∂
∂xi

b̃
α

t ◦ y = α(L̃tΘφ(α)) ◦Θ−1
φ(α)(y)

σ̃
α
t ◦ y = φ(α)(∇θφ(α)).σ̃t ◦Θ−1

φ(α)(y)

Hypothèse (3.4’). En plus de l’hypothèse (3.4), nous supposons que

b̃αt ◦ y = b̃α(Γty)
σ̃

α
t ◦ y = σ̃α(Γty) ∀y ∈ C(U)

Sous cette hypothèse, on a Vu = V u p.s.(3.3) et l’hypothèse (3.4) im-
pliquent que

lim
α→∞

b̃αt ◦ y = bt ◦ y
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lim
α→∞

σ̃α
t ◦ y = σt ◦ y

uniformément sur les compacts de C(U).
Nous pouvons alors appliquer les résultats du théorème 2.2 à

(b1/u,t, σ1/u,t) = (b̃ut , σ̃
u
t )

et nous avons
− inf {I(ψ), ψ ∈ A◦} ≤ lim inf

u→∞
1

Lu lnP {(Vu ∈ A)}

≤ lim sup
u→+∞

1
Lu lnP {(Vu ∈ A)} ≤ − inf

{
I(ψ), ψ ∈ A

}
Le théorème 3.1 résultera alors du théorèmes 3.2.

Théorème 3.2. Sous l’hypothèse (3.1), la famille {Vu}u est relativement
compacte ; de plus C = {g; I(g) ≤ 1} est l’ensemble-limite de Vu pour u→
+∞p.s..

Démonstration. On suivra la preuve introduite dans Baldi [2]. Ce théo-
rème résultera des 2 propositions suivantes :

Proposition 3.3. ∀ε > 0,∃p.s. un réel positif u0 = u0(ω) tel que
∀ u > u0(ω) d(Vu(ω), C) < ε

Proposition 3.4. Soit g ∈ C tel que I(g) < 1. Alors ∀ε > 0 ∃ cε > 1 tel
que ∀c > cε P {d(Vcj , g)ε infiniment souvent} = 1

Démonstration. Résulte du théorème 2.1, cf Baldi [2].

Démonstration de la proposition 3.3. Si c > 1 ,par l’inégalité du triangle

d(Vu, C) ≤ d(Vu,Θϕ(u) ◦ θ−1
ϕ(cj)

(Vcj ))

+ d(Vcj ,Θϕ(u) ◦ θ−1
ϕ(cj)

(Vcj )) + d(Vcj , C)

= I1 + I2 + I3

où j est tel que cj−1 ≤ u ≤ cj .
La majoration de I2 et I3 résultera du lemme suivant

Lemme 3.5. ∀c > 1 et ∀ε > 0, ∃ p.s. un entier positif j0 = j0(ω) tel que
∀j > j0(w) d(Vcj , C) < ε.

Démonstration. Posons C ′ε = {g; d(g, C) ≥ ε}. Par le théorème 2.2,
∃δ > 0 tel que I(C ′ε) > 1 + 2δ et
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lim sup
u→+∞

1
Lu

lnP
{
(Vu ∈ C ′ε)

}
≤ −(1 + 2δ), donc pour j assez grand

P (Vcj ∈ C ′ε) ≤ exp
[
−(1 + δ).L(cj)

]
≤ const

j1+δ
.

Et on applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure car le membre
de droite est sommable.
∃ alors j0 tel que ∀j > j0, I3 < ε/3.
∃ j1 tel que ∀j > j1,I2 < ε/3 en utilisant ce lemme et le c) de la définition
(3.1) du système des contractions si c > 1.
Il reste à démontrer que I1 < ε/3 pour j assez grand et c > 1.

∀j ∈ N et c>1, posons

χj = sup
cj−1≤u≤cj

d(Vu, θφ(u) ◦ θ−1
φ(cj)

(Vcj ))

= sup
cj−1≤u≤cj

d(θφ(u)(Y
u), θφ(u)(Y

cj
))

Lemme 3.6. ∀ε > 0, ∃ cε > 1 tel que
si 1 < c < cε, P {∃ j0 = j0(ω) tel que χj < ε dès que j > j0} = 1

Démonstration. Nous devons prouver que

P

{
lim sup
j→+∞

(χj ≥ ε)

}
= 0

Par le lemme 3.5, ∃K > 0 telle que pour presque tout ω ,∃ j0(ω) tel
que ‖Vcj (ω)‖ ≤ K ∀j > j0(ω). Il reste alors à prouver seulement que :

P

{
lim sup

j→∞
(χj ≥ ε, ‖Vcj (ω)‖ ≤ K)

}
= 0

Comme dans [2], nous avons

{χj ≥ ε ‖Vcj (ω)‖ ≤ K}

⊂
{

sup
cj−1≤u≤cj

∣∣∣Θφ(cj−1) ◦Θ−1
φ(cj)

(Vcj (t))−Θφ(cj−1) ◦Θ−1
φ(cj)

(Vcj (s)) > ε ;

‖Vcj (ω)‖ ≤ K|}
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Mais ∀δ > 0 et pour j assez grand

φ(cj)
φ(cj−1)

=
√
c.

√
ln ln cj

ln ln cj−1
≤
√
c.(1 + δ)

en appliquant le c) de la définition (3.1),
si c assez petit

{χj ≥ ε, ‖Vcj‖ ≤ K}

⊂
{

sup 0≤s≤1
s/c≤t≤s

|Vcj (t)− Vcj (s)| ≥ ε/2; ‖Vcj‖ ≤ K

}
, où

= {Vcj ∈ Aε}

Aε =

{
sup 0≤s≤1

s/c≤t≤s

|g(t)− g(s)| ≥ ε/2; ‖g‖ ≤ K

}
Ainsi, nous avons seulement besoin d’une borne inférieure pour

P {χj ≥ ε, ‖Vcj (ω) ≤ K‖} en utilisant les résultats du théorème 2.2 car Aε

est fermé.
Soit g ∈ Aε et f ∈ H1 telles que g = Sx(f) i.e.
ġt = bt(g) + σt(g)ḟt; g0 = x,
Alors il existe s,t ∈ [0, 1] avec 0 ≤ s ≤ 1, s/c ≤ t ≤ s

ε

4
=
∣∣∣∣∫ s

t
ġνdν

∣∣∣∣ ≤ ∫ s

t
|bν(g)| dν +

∫ s

t

∣∣∣σν(g)ḟν

∣∣∣ dν
De la définition même de Aε et de bt = b◦Γt (resp. σt = σ◦Γt) , il existe

une constante m telle que si nous supposons c ≤ 2, grâce à l’inégalité de
Holder

ε

4
≤ m. |t− s|+m. |t− s|

1
2 . ‖f‖H1 .D’où

‖f‖H1 ≥ |t− s|−
1
2

1
m

(
ε

4
−m. |t− s|)

Ce qui implique qu’il existe cε > 1 tel que, si 1 < c < cε,
1
2 ‖f‖

2
H1 > 2 ,

alors I(Aε) ≥ 2 et pour j assez grand, par le théorème 2.2,

P {χj ≥ ε, ‖Vcj‖ ≤ K} ≤ exp
[
−3

2
L(cj)

]
=
const

j
3
2

On applique le lemme de Borel- Cantelli pour conclure.
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3.2. Cas d’un ouvert de Rn

Considérons la diffusion avec réflexion, solution de :{
dzu(t) = b̃u(zu(t))dt+ 1√

Lu
σ̃u(zu(t))dB(u)

t + 1∂D(zu(t))γ(zu(t))dAu,x
t ;

zu(0) = x,Au,x
0 = 0

(3.13)
b̃u et σ̃u sont définies par (3.3)
γ(x) un champ de vecteurs non tangents sur la frontière de D0 ,
Au,x

t un processus croissant continu, ne croissant que sur
{s; zu(s) ∈ ∂D0} vérifiant

Au,x
t =

∫ t

0
1∂D(zu(s))dAu,x

s

Dans ce paragraphe, nous déterminerons l’ensemble-limite de la famille
{zu} pour u→∞ p.s..

Théorème 3.7. Même hypothèse que le théorème 3.1. Les assertions du
théorème 3.1 sont encore valables pour la famille {zu}pour u→ +∞ p.s.

Par localisation et recollement.
Définissons par induction :

S1(u) = inf
t≥0

{zu(t) ∈ Bρ(x)c} et S1 = max
u

S1(u) ∧ 1,

puis pour tout entier m ≥ 2 :

Sm(u) = inf
t≥Sm−1(u)

{zu(t) ∈ Bρ(zu(Sm−1(u)))c} et Sm = max
u

Sm(u) ∧ 1,

où le réel ρ est défini dans 2.9 ii).
Définissons aussi un opérateur ∆T : C([0, 1], D) → C([0, T ], D) par la

formule
∆T f(t) = f(tT )

– Si 0 ≤ t ≤ S1, considérons un système de coordonnées (µ,Uk(x))
– Si k(x)=0, la frontière ne joue aucun rôle. Comme zu(t) = ∆S1zu(v),

par le théorème 2.2 de Baldi [2], la famille {zu}est relativement
compacte et l’ensemble-limite est CS1 = ∆S1C

′ où

C ′ =

{
g, lorsqu’il existe f ∈ H1 vérifiant 1

2 ‖f‖
2
H1 ≤ 1

telle que ġt = b(gt) + σ(gt)ḟt ; g0 = x et t ∈ [0, 1]

}
(3.14)
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– Si k(x) > 0, c’est un problème dans le demi-espace.
Posons zu(t) = µ(zu(t)) . En utilisant (2.9) et grâce au théorème
3.1, la famille {zu}est relativement compacte et l’ensemble-limite
est C

+

S1
= ∆S1C

+ .µ étant continue et grâce au théorème 3.1,
la famille {zu} est relativement compacte et l’ensemble-limite est
C+

S1 = µ−1(∆S1C
+) .

On réitère le procédé.

– Si Sm−1 ≤ t < Sm , considérons un système de coordonnées
(µ,Uk(zu(Sm−1)))
– Si k(zu(Sm−1)) = 0, la frontière ne joue aucun rôle.

Comme zu(t) = τSm−1Sm∆Sm−1Smzu(ν) où Sm−1Sm = Sm − Sm−1

et τ l’opérateur de translation défini par ∀η ∈ C(D), t > 0 τt(η)
désigne l’élément de C(D) défini par τtη(s) = ηt+s par le théo-
rème 2.2 de Baldi [2], la famille {zu} est relativement compacte et
l’ensemble-limite est CSm−1Sm = τSm−1∆Sm−1SmC

′ où C ′ est donné
par (3.14).

– Si k(zu(Sm−1)) > 0 ,c’est un problème dans le demi-espace.
Posons zu(t) = µ(zu(t)). En utilisant (2.9) et grâce au théorème
3.1, la famille {zu} est relativement compacte et l’ensemble-limite
est C+

Sm−1Sm
= τSm−1∆Sm−1SmC

+ . Puisque µ est continue, la fa-
mille {zu} est relativement compacte en vertu du théorème 3.1, et
l’ensemble-limite est

C+

Sm−1Sm
= µ−1(τSm−1∆Sm−1SmC

+)

Il suffit de recoller et d’utiliser la propriété d’additivité de la fonctionnelle
d’action pour avoir l’assertion, voir [1].

Signalons le fait que si ∂D0 = ∅ , on retrouve les résultats de Baldi [2].

Exemple 3.8.

Posons σ̃(y) =

 1 0
0 1

2y2 −2y1

 ,
σ̃ est adapté au système de contractions

Θα : (y1, y2, y3) → (α−1y1, α−1y2, α−2y3)
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Considérons la diffusion dans le demi-espace, solution dedz1
u(t)

dz2
u(t)

dz3
u(t)

 =
1√

ln lnu

 1 0
0 1

2z2
u(t) −2z1

u(t)

(dBu,1
t

dBu,2
t

)
+

Au,x
t

0
0

 avec Au,x
t

un processus croissant continu, ne croissant que sur
{
s;x1(zu(s)) = 0

}
vérifiant

Au,x
t =

∫ t

0
1(x1=0)(zu(s))dAu,x

s

Sous forme explicite, on a :

dz1
u(t)

dz2
u(t)

dz3
u(t)

 =


dBu,1

t√
ln ln u

+ dAu,x
t

dBu,2
t√

ln ln u

2(Bu,2
t dBu,1

t
ln ln u − Bu,1

t dBu,2
t

ln ln u −Au,x
t .

dBu,2
t√

ln ln u
)


Considérons le processus non restreint, solution de :dV 1

u (t)
dV 2

u (t)
dV 3

u (t)

 =
1√

ln lnu

 1 0
0 1

2.V 2
u (t) −2(V 1

u (t) + V
1
u(t))

(dBu,1
t

dBu,2
t

)

L’hypothèse (3.1) est vérifiée. Alors le théorème 3.2 dit que la famille
{Vu}u est relativement compacte ; de plus

C = {φ; I(φ) ≤ 1}

=
{

(φ1, φ2, φ3);φ = Sx(f) avec
1
2

∥∥∥f2
∥∥∥

H1
≤ 1

}
est l’ensemble-limite

de la famille {Vu}pour u→ +∞ p.s. est donc solution de

dφ1(t)
dφ2(t)
dφ3(t)

 =

 df1
t

df2
t

2(f2
t df

1
t − (f1

t − inf
0≤s≤t

(f1
s ∧ 0))df2

t )


Le théorème 3.1 affirme que la famille {zu}u est relativement compacte ;

de plus C+ = {g; I+(g) ≤ 1} est l’ensemble-limite pour u→ +∞ p.s.
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