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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 14, 61-76 (2007)

Grandes déviations et loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les processus de diffusions
avec réflexion

TOUSSAINT JOSEPH RABEHERIMANANA

Résumé

Dans cet article, nous démontrons une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour
les diffusions avec réflexion & la frontiere d’un ouvert régulier Dy de R™ semblable &
la loi de Strassen [5] pour le brownien et de Baldi [2] pour les diffusions en utilisant
la technique de grandes déviations.

Diffusion process with reflecting boundary

Abstract

Let Do a regular open set in R"™. We prove in this paper a functionnal iterated
logarithm law for Do—valued diffusion process with reflecting boundary conditions,
extending the results of Strassen [5] and Baldi [2] when Dy = 0, using large
deviations principle.

1. Introduction

Dans cet article nous étendons, dans le cas des processus de diffusions
avec réflexion, les résultats de Strassen [5] pour le brownien et de Baldi
[2] pour les diffusions concernant une loi fonctionnelle du logarithme itéré.
Plus précisément, nous déterminons ’ensemble-limite, pour v — +oo de
la famille {z,} ou

d20(8) = P(eult))di + =" (1)dB{") + (20(0) oy (20 1) AL

Ag,x = O,Zu(O) =z € Dy,

Mots-clés : Grandes déviations, diffusions avec réflexion, loi fonctionnelle du
logarithme itéré.
Classification math. : 60F17 (60F10).

61



T.J. RABEHERIMANANA

Dy ouvert régulier de R"™ ,(y(z),z € 0Dp,) un champ de vecteurs non
tangents sur 0Dy, frontiere de Dy, A} un processus croissant continu, ne
croissant que sur {s;z,(s) € 9Dy} et vérifiant

A2 = [ 10, (a9 uls)) AL

Comme dans [3] et [5], notre résultat est démontré essentiellement en
utilisant les résultats de grandes déviations pour les processus de réflexion
(c.f [1] et [4]). Notre méthode consiste a étendre les résultats de Baldi [2]
pour un certain processus non restreint dont les coefficients sont des fonc-
tionnelles non anticipatives. Et par la continuité de (I, Z)(voir définition
(2.4)), nous en déduisons notre résultat pour le demi-espace. Le résultat
pour un ouvert plus général s’obtient par localisation et recollement (c.f
Anderson & Orey [1] et Doss & Priouret [4]).

Dans la section 2, nous rappelons les résultats de grandes déviations
d’Anderson & Orey [1] et Doss & Priouret [4] pour les diffusions avec
réflexion. Ces résultats sont utilisés dans la section 3 pour démontrer notre
résultat principal, théoreme 3.7.

Remerciements : Nous tenons a exprimer toute notre reconnaissance
au referee

2. Petites perturbations de systéemes dynamiques avec ré-
flexion a la frontiere

Dans ce paragaphe, nous présentons les résultats de grandes déviations
pour les systemes dynamiques avec réflexion (c.f.Anderson & Orey][1] et
Doss & Priouret [4])

Soient Dp un ouvert de R™ et (vy(z),x € dDy) un champ de vecteurs
non tangents sur Dy, frontiere de Dy. On considére la solution (X¢, A%)
de I’équation :

t

t t
Xi—ate / o (X2)dB, + / b (XE)ds + / Long (XE)Y(X)dAS (2.1)
0 0

0

avec X; € D fermeture de Dy, A7 un processus croissant continu ne
croissant que sur {s, A € Do} et B = (By);c[0,1] un mouvement brownien
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PROCESSUS DE DIFFUSIONS AVEC REFLEXION

issu de 0 & valeurs dans R?, défini sur(Q, F, (Ft)ecioa]s P)-
Nous supposons que les applications qui a

{ rTER" — o.(r) ER"@RY et

x €R" — b(x) e R" (2.2)

sont lipschitziennes et bornées et que b. (resp. o) converge uniformément
vers b (resp. o) lorsque € tend vers 0.

2.1. Cas du demi-espace R™™"
Dans ce paragraphe, on prend pour Dy
R+ 4 {;1: eER™ z=(z',...,2")avec z' > 0}
On considere la solution (X¢, A%) de 'équation
X;=a+e[lo(XE)dBs + [ be(XE)ds + e1.A; (2.3)
(X)L >0, e =(1,0,...,0)

et A$ un processus croissant continu vérifiant AS = [/ Liz1—0)(X5)dAS
Sous les conditions (2.2), la solution (X¢, A%) de (2.3) existe et est
unique. Suivant les idées d’Anderson & Orey [1], on a

X; =TY7 et A; =ZY,oul et E sont définies par les formules
pour chaque w = (w,...,w") € C([0,1] ,R™)
Bw=w,Tw = (o, w? ... ,u") ot wl(t) = - irg(wl(s)/\O) (2.4)
s<
et Yy est solution d’un certain processus non restreint,
t t
Yi=x+ E/ Oc50 Y dB, + / bes 0 Y<ds (2.5)
0 0
Les entrées o, 5 et 0. (resp.b. et b 5) sont reliées par les formules
ocs0Y =0 (I'sY) (respbesoY =b.(I'sY))
De plus, on a||[I'n —T'0|| < 2.|n— 0|

Notons H'! I’espace des fonctions absolument continues de [0,1] dans
R? avec une dérivée de carrée sommable. C’est un espace d’Hilbert muni
du produit scalaire (f,g) = fol fs.9sds Définissons une application

S.:H': — C.([0,1],R")
[ — g=5I(f)
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g = Sz(f) si, et seulement si, g est solution de:

t . t
gt :x+/ O'SngSdS—l-/ bs o gds
0 0
Définissons une fonctionnelle d’action sur C,([0, 1], R")par la formule:

{ I(g) = inf {% 115 lorsque g = Sx(f)} (2.6)
inf {0} = +o0

Nous avons alors les résultats suivants (c.f.[1] et [4])

Théoréme 2.1. Soit a > 0. Supposons vérifiée la condition (2.2).Alors
Vp >0, R>0, il existe g > 0, ag > 0 tel que Vf € H' vérifiant
5 IF13 < assig=Su(f), alors
R
P(d(st.g) > P d(€B7f) < OZ) é EXp — ?
Théoréme 2.2. Considérons le processus Y = (Y )ieo,1 solution de
(2.5).Notons P la loi de Y¢.Alors P satisfait a un principe de grandes

déviations avec la fonctionnelle d’action I définie par (2.6). De plus,nous
avons les estimations suivantes

VA C Cy([0,1],R?)
—inf{I(g),g € A°} < liminfe?inP°(A) < limsupe’inP®(A)

e—0 e—0
< —inf{I(g).g € 4}
ou A°(resp.A) désigne lintérieur de A (resp. l'adhérence de A).
Définissons les fonctionnelles d’action sur Cy o ([0, 1], R™" x R)
et Cy ([0,1] ,R™")
It (¢, ¢) = inf {I(0), lorsqu’il existe 6 € C, ([0, 1] ,R™)
telle que ¢ =10 et ¢ = Z0} (2.7)
inf {0} = +o0
ouI', E et I sont définies par (2.4) et (2.6)
I (¢) =inf {I(0), lorsqu’il existe # € C; ([0, 1],R"™) telle que ¢ =T'0}
inf {0} = 400
(2.8)
Théoréme 2.3. 1) Considérons le couple (X¢, A%)solution de (2.3).
Notons Q. la loi de (X, A%), Q. € M1(Cyp ([0,1],R™* x R)). Alors
Q. satisfait a un principe de grandes déviations avec la fonctionnelle
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d’action It définie dans (2.7) De plus, nous avons les estimations
sutvantes

VA C Cpo([0,1],R™* x R)

—inf {I* (¢, ¢), (¥, p) € A°} < hm_)iglf £2InQ:(A)
< limsupe?inQ-(A) < —inf {I* (¥, p), (1, ¢) € A}
e—0

ou A° (resp. A ) désigne Uintérieur de A (resp. I’adhérence de A).
2) Considérons X< solution de (2.3).

Notons Q< la loi de X°,Q. € M;(Cy([0,1] ,R™")),espace des mesures

de probabilités sur Cyo([0,1] ,R™"). Alors Q. satisfait a un principe

de grandes déviations avec la fonctionnelle d’action définie dans (2.8)

De plus, nous avons les estimations suivantes VA C Cy([0, 1], R™™).

—inf{I*(¢), € A°} < lirniglfa2 InQ:(A)
<limsupe?ln Q.(A) < —inf {I*(¢y), v € A}
e—0

ou A° (resp. A ) désigne Uintérieur de A (resp. 'adhérence de A).

Nous renvoyons le lecteur & [1] et [4] pour une écriture explicite de I
et IT .

2.2. Cas d’un ouvert régulier de R"

Soit Dy un ouvert connexe régulier de R™. Notons D I'adhérence de Dy.
Supposons que D a une frontiere réguliere 9D sur laquelle est défini un
champ de vecteurs réguliers « orienté vers l'intérieur Dy. Alors il existe
un couple (X7, A7) de processus Fi-adapté, solution de (2.1) ot les entrées
vérifient (2.2).

La construction se fait par localisation (c.f. [1] et [4], i.e. on se place
dans une carte locale pour réduire le probleme (2.1) & un probleme sur le
demi-espace ou R"™ tout entier et on recolle ensuite).

Dans toute la suite, nous considererons |J = {U Ut .., } une famille
finie ou dénombrable de sous-ensembles ouverts relativement compacts de
D qui recouvrent Dy et telle qu’a chaque U € | est associé un systeme de
coordonnées

p: | — R qui & x associe u(z) = (u'(x),..., u"(x)).
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Nous supposons vérifiées les conditions suivantes :
(2.9)

i) UY C Dy et le systéme de coordonnées correspondantes est le systéme
de coordonnées usuelles. Si U = U*, k > 0, dans ce cas U coupe 0D
et

Uﬁ@D:{J:EU;,ul(x):O},UODO:{mEU;ul(x)>O}

ii) Il existe p > 0 et pour chaque x € U, il existe un entier positif k(x)
tel que si y € D vérifie d(x,y) < p alors y € UF®),
Considérons 1'équation (2.1). Si X;* € UF et si p est le systeme
de coordonnées associées a U¥, alors u(X;™) , grace a la formule
d’Ito, satisfait & une équation comme dans (2.1) avec de nouveaux
coefficients o, 1, .b. 1, et un champ de vecteurs 7 sur la frontiere de
R™*,

iii) Les entrées o,y et b} satisfont & la condition (2.2)

iv) (0,92, ...,y") = e1 pour (0,47%,...,y") € Imp.

v) Tlexiste ¢ > 0 tel que V. U* | la fonction coordonnée associée satisfait

%' lu(z) — py)| < |z —y| < e |px) — py)|

Théoréme 2.4. Considérons le couple (X, A®)solution de (2.1)
(resp.X¢ ). Supposons que la condition (2.2) est vérifiée. Alors les asser-
tions du théoreme 2.3 sont valables.

3. Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les processus
de réflexion

3.1. Cas du demi-espace

Nous rappelons d’abord la définition d’un systéme de contractions cen-
trées en un point. Soit U un ouvert fixé deR".

(3.1)

Définition [2].Une famille © = (O,),cr+ de transformation bijectives
continues de U vers U est appelée un systeme de contractions centrées
en x si

a) Oq(z) ==,

b) si a > 3, alors on a |0, (y) — Oa(2)| < |0s(y) — O5(2)|V(y, 2) € U?
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c) ©1 = Idy et ©,' = ©,-1. De plus, pour tous compacts K de U et ¢
positif, il existe § > 0 tel que si |af — 1| < 4, alors
©a065(y) — ()| <eVye K

Soient maintenant 6 un n X d- champ de matrices et b un champ de
vecteurs sur U. Posons @ = ‘G et considérons l'opérateur différentiel du
second ordre sur U

-1 -

L=— Aji ———— bzi 2
2 Za]al‘ial'j Jrz 8l‘z (3 )

Posons L(t) =Inlnt et ¢(t) = Vitinlnt

{ b*(y) = a(LO4y(a)) © O 4, ()
5%(y) = (@) (VOp(a)) (O 50y (1))-5(O 5 (1)),

ol O est un systeme de contractions centrées en x.

(3.3)

Hypothése:Nous dirons que le triplet (b, o, ©) satisfait  (3.4)

I'hypothese (3.4) si ©, est 2 fois différentiable Vo > 0 et il existe
un nx d- champ de matrices o et un champ de vecteurs b sur U tel que

lim b%(y) = b(y), lim &%(y) = o(y)

a——+00 a——+00

uniformément sur les sous-ensembles compacts de U. De plus si b, = bl/e
et 0. = /¢ alors les entrées b, et o, satisfont & la condition (2.2).

Nous dirons que ¢ est adapté au systeme de contractions © si 6% = &
pour tout v > 0. Dans ce cas, il suffit que 'application qui a x associe
& (x) soit lipschitzienne sur tous les compacts.

Pour tout u > 0, B désignera le mouvement brownien

u 1

Considérons la diffusion y, solution de I’équation différentielle stochas-
tique

dyy = b(y,)dt + & (y;)dBy; yo = x et posons pour tout u>0
y%L = Yut €t Zu(t) = 9¢(u) (y#)
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Par la formule d’Ito et par changement de temps z, est solution de

* dz =b%(z L5“,2 W, , ==z
d u(t) b ( u(t))dt+ m ( u(t))dBt ’ u(o)

Sous I’hypothese (3.4), nous voulons trouver I’ensemble-limite de la fa-
mille {z,} qui satisfait * sur {a:; ! > 0} pour u—+oco p.s. et qui est instan-
tanément réfléchie selon e; en atteignant la frontiere {z; r! = 0}. Alors z,
est solution de

~ 1
dea(t) = B (au(t) dt+ =" (u(D)dBL +erd A" 5 24(0) = o Ay (= o),
3.5

avec A;"" un processus croissant continu, ne croissant que sur

{52 (2u(s)) = 0}
vérifiant
A4 = [ 1o eals)aas
Sous l’hypothése~(3.4), nousopouvons appliquer les résultats de la section
22 (by/y,01/4) = (b",6") et nous avons :

(3.6)

—inf {I* (¢, ¢), (¥, p) € A°} < légigf - In P {(2, A%) € A}
{ < limsup 2 In P {(z,, A%) € A} < —inf {I* (¢, ), (1, ) € A}
U——+00

—inf {I*(),9 € A°} < 1im+infLiu1nP{zu € A}
< limsup 2= In P{(z, € A)} < —inf {I*(¢),¢ € A}
U—+00

Théoréme 3.1.  a) Sous Uhypothése 3.4 (voir la démonstration ci-
dessous), la famille {(zy, A")}, est relativement compacte; de plus
Ct ={g;I"(g) <1} est l’ensemble-limite pour uw — +00 p.s..

b) Sous la méme hypothése, la famille {z,},, est relativement compacte ;
de plus C* = {g;I"(g) < 1} est l’ensemble-limite pour u — 400 p.s..

Supposons que U = R", b = 0, ¢ = Id, O4(y) = a'y. Dans ce
cas, z,(t) = ﬁBfu) +e1 A" Ag™ = 0. Le théoréme 3.1 est alors une

extension au brownien réfléchi de la loi de Strassen [5].
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Démonstration. Suivant les idées d’Anderson & Orey [1]
(Zu, Au)(t) = (Ftv E’t)VU7

ou V,, est solution de

Tu 1 ~u u
AV, (t) = 6TV, )dt + i (T V)dB™; V,(0) =2 (3.7)

D’autre part, considérons (y;, A;) solution de
dyy = l;(yt)dt + 5 (y1)dBy + e1dAg;yo = x Ag = 0 alors  (3.8)
(yr, Ar) = (I't, Er)Y avec
dY; = b(TY)dt + &(TyY)dBy; Yo = x (3.9)
Posons

V' =Yu

Alors du fait que (3.10)
Vu(t) = O (V")
(CuY)! = (¥)' = inf ((Y;)' A0)

0<s<ut

_ u\l u\1
= ()= int (V)! A0) (3.11)
= (Yl
Y" est solution de :
dY;" = ub(TyY™)dt + Vus(T,Y*)dB™; Y = x (3.12)
V., est solution de :
dV,(t) = b o Vydt + \/%&T‘ oVy ngu); V.(0) = x en posant
Li=1Y% dij,t#;xj +2 i)z‘,t@%i
= ~
be oy = aA(LiOy(a)) © O (v)
5? oYy = ¢(a)(V9¢(a)).5t o 6(;(10[) (v)
Hypothese (3.47). En plus de 'hypothese (3.4), nous supposons que
@ oy = Ba(rty)
Gy oy=a6%Tw) Yy e CU

)
Sous cette hypothese, on a V,, = V,, p.s.(3.3) et I'hypothese (3.4) im-
pliquent que 3
lim bf oy =b oy

a— 00
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lim 6oy =040y
a— 00

uniformément sur les compacts de C(U).
Nous pouvons alors appliquer les résultats du théoréeme 2.2 a

(bl/u,t7 Jl/u,t) = (l;ga 5?)

et nous avons

—inf {I(¢),y € A°} < liminf 7o In P {(V, € A)}
{ < limsup £ In P{(V, € A)} < —inf {I(w),lb € Z}

U——+00

Le théoreme 3.1 résultera alors du théorémes 3.2.

Théoreme 3.2. Sous l'hypothése (5.1), la famille {V,,},, est relativement
compacte ; de plus C = {g;I(g) < 1} est ’ensemble-limite de V,, pour u —
+oop.s..

Démonstration. On suivra la preuve introduite dans Baldi [2]. Ce théo-
reme résultera des 2 propositions suivantes :

Proposition 3.3. Ve > 0, 3p.s. un réel positif uy = up(w) tel que
Vu>uy(w) dVy(w),C) <e

Proposition 3.4. Soit g € C tel que I(g) < 1. Alors Ve > 03 ¢. > 1 tel
que Yc > c. P{d(V_,qg)e infiniment souvent} = 1

Démonstration. Résulte du théoreme 2.1, cf Baldi [2].

Démonstration de la proposition 3.3. Si ¢ > 1 jpar I'inégalité du triangle
4+ d(Vei, Opu) © 9;(1Cj)(‘/cj)) +d(V,0)
= L+DL+13

ol j est tel que ¢! < u < ¢l
La majoration de I et I3 résultera du lemme suivant

Lemme 3.5. Vc > 1 et Ve > 0, 3 p.s. un entier positif jo = jo(w) tel que
Vi > jo(w) d(V,;,C) <e.

Démonstration. Posons CL = {g;d(g,C) > €}. Par le théoréme 2.2,
36 > 0 tel que I(CL) > 1+ 2§ et
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1
lim sup T InP{(V, € CL)} < —(1+24), donc pour j assez grand

u——+00 u

const

P(V,y € CL) < eap |=(1+0).L(c))] < -

Et on applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure car le membre
de droite est sommable.

3 alors jj tel que Vj > jo, I3 < €/3.

3 j1 tel que V5 > j1,l2 < £/3 en utilisant ce lemme et le ¢) de la définition
(3.1) du systeme des contractions si ¢ > 1.

Il reste a démontrer que I; < €/3 pour j assez grand et ¢ > 1.

Vj € N et ¢c>1, posons

Xj = sup (Vi) © 005 (Ver))

cI—1<u<ced

= sup  d(Byuy(Y™), sy (YY)

I~ 1<u<ed

Lemme 3.6. Ve >0, 3¢ > 1 tel que
sil<c<ce, P{3jo=jo(w) tel que x; <e dés que j > jo} =1

Démonstration. Nous devons prouver que
P<limsup(x; >€)p =0
j—+o0

Par le lemme 3.5, 3K > 0 telle que pour presque tout w ,3 jo(w) tel
que |V i (w)|| < K Vj > jo(w). Il reste alors a prouver seulement que :

P {limsup(xj >, [V (w)] < K)} =0
Jj—00
Comme dans [2], nous avons
{xi =z e IV (Wl < K3
Og(ei-1) © @;(lcj)(ch (t)) = Og(ei-1y © @;(lcj)(vcf(s)) > €

Ves (W) < K[}

- sup
I 1<u<ed
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Mais Vd > 0 et pour j assez grand

o(cd) . Inln ¢’ .
(1) = Ve =7 < Ve (1+9)

Inlnci—
en appliquant le ¢) de la définition (3.1),
si ¢ assez petit

{xj z e Vull <K}

C {SUP o<s<1 Vo (t) = Vii(s)] > /2| Vil < K} oll

s/c<t<s

={V € A}

A= {Sup o<s<1 |9(t) —g(s)] = /2 [lg] < K}
s/c<t<s

Ainsi, nous avons seulement besoin d’une borne inférieure pour
P{x; > ¢,||V,(w) < K|} en utilisant les résultats du théoréme 2.2 car A,
est fermé.

Soit g € A. et f € H! telles que g = S;(f) i.e.

gt = be(g) + o1(9) ft; 90 = =,

Alors il existe s,t € [0,1] avec 0 < s <1, s/c<t<s

Ezungg/wmmw+/
4 t t t

De la définition méme de A; et de by = boT'; (resp. op = ool') , il existe
une constante m telle que si nous supposons ¢ < 2, grace a l'inégalité de
Holder

UV(g)fu dv

<m.|t—s|+m.|t—s|2.|f];;x Dot

B~ ™

1l = 1= s 2 (E — .t — s)
1> s (5 m. s

Ce qui implique qu’il existe ¢, > 1 tel que, si 1 < ¢ < ¢z, 3 Hf”?_]l > 2,
alors I(Ag) > 2 et pour j assez grand, par le théoréeme 2.2,

const

3 4
Pl 2 IVl < K} < exp[526)] = 2
] 2
On applique le lemme de Borel- Cantelli pour conclure.
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3.2. Cas d’un ouvert de R"

Considérons la diffusion avec réflexion, solution de :

{ Az (t) = B (2u(8))dt + =5 (2(6)dB{" + 1op (20 ()7 (2u(H)dAL;
2,(0) =z, A5 =0
(3.13)
b* et 5* sont définies par (3.3)
~(x) un champ de vecteurs non tangents sur la frontiere de Dy ,

A" un processus croissant continu, ne croissant que sur
{s; zu(s) € 0Dy} vérifiant

t
AT — /0 Lop (2u(s))dAB*

Dans ce paragraphe, nous déterminerons ’ensemble-limite de la famille
{zu} pour u — o p.s..

Théoréeme 3.7. Méme hypothése que le théoréeme 3.1. Les assertions du
théoréme 3.1 sont encore valables pour la famille {z, }pour u — 400 p.s.

Par localisation et recollement.
Définissons par induction :

Si(u) = glg {zu(t) € By(x)°} et Sy = muaxSl(u) A1,
puis pour tout entie; m>2:
Sm(u) = inf ( ){zu(t) € By(zu(Sm—1(u)))“} et Sy = mEXSm(u) A1,

- t>Sm—1(u
ou le réel p est défini dans 2.9 ii).
Définissons aussi un opérateur Az : C([0,1],D) — C([0,T], D) par la
formule
Arf(t) = f{T)
- Si 0 <t <5y, considérons un systeme de coordonnées (i, Uk(w))
— Sik(x)=0, la frontiere ne joue aucun réle. Comme z,(t) = Ag, 2z, (v),
par le théoreme 2.2 de Baldi [2], la famille {z,}est relativement
compacte et 'ensemble-limite est C'g, = Ag, C’ ou

/ g,lorsqu’il existe f € H! vérifiant Hf”%[l <1
C' = i : (3.14)
telle que g, = b(g1) + o (gt)fe; go =z et t € [0,1]
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— Si k(x) > 0, c’est un probleme dans le demi-espace.
Posons Z,(t) = u(zy(t)) . En utilisant (2.9) et grace au théoreme
3.1, la famille {Z,}est relativement compacte et 1’ensemble-limite
est égl = Ag,CT .u étant continue et grace au théoréme 3.1,
la famille {Z,} est relativement compacte et I’ensemble-limite est
C;‘_l = Mil(Aslch) :

On réitere le procédé.

- Si Spo1 <t < S, , considérons un systeme de coordonnées

(1, UFza(Sm-1)))

— Si k(zu(Sm—1)) = 0, la frontiere ne joue aucun role.
Comme z,(t) = 75, 15,08, 15,2u(V) o0 Spm—1Sm = Sm — Sm—1
et 7 l'opérateur de translation défini par Vn € C(D), t > 0 1(n)
désigne I'élément de C(D) défini par ©n(s) = m4s par le théo-
reme 2.2 de Baldi [2], la famille {z,} est relativement compacte et
I'ensemble-limite est Cs,, _,s,, = 7s,, 1As,, 15,,C’ ou C”" est donné
par (3.14).

— Si k(24(Sm-1)) > 0 ,c’est un probléme dans le demi-espace.
Posons Z,(t) = p(zy(t)). En utilisant (2.9) et grace au théoreme
3.1, la famille {Z,} est relativement compacte et I’ensemble-limite

C  =175,.,4s,,_,5,C" . Puisque y est continue, la fa-

mille {z,} est relativement compacte en vertu du théoreme 3.1, et

I’ensemble-limite est

Cgm—lsm = 'u_l(TSmflASmflsmC—i_)

11 suffit de recoller et d’utiliser la propriété d’additivité de la fonctionnelle
d’action pour avoir ’assertion, voir [1].
Signalons le fait que si 9Dy = ), on retrouve les résultats de Baldi [2].

Ezxzemple 5.8.
1 0
Posons 6(y) = 0 1|,
2y —2y!

¢ est adapté au systeme de contractions
Ou: (y,5%y°) — (@Yl a7y a7y
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Considérons la diffusion dans le demi-espace, solution de

dz2(t) | = ——— 0 1 ( 22) + [ 0 |avec A"
d3(1))  Vinlnu \9.2py _9.1(y) ) \dB; 0
un processus croissant continu, ne croissant que sur {s;z!(z,(s)) = 0}
vérifiant

AT = /1 1oy (2u(8))dA%®

Sous forme explicite, on a :

dBu1 U,x
d=L (1) Vit A
d22(t) | = 45,
dZ%(t) u,2 u,l u\y/llanuQ
" 9 B{"“dB; B, dB;" Aux dB}'
(Tmme — e m)

Considérons le processus non restreint, solution de :

(dVéEt;) 1 (1) (1) (dBu,l>
dv2(t) | = ,
avi) Vi \g ey o 7)) 4B

L’hypothese (3.1) est vérifiée. Alors le théoreme 3.2 dit que la famille
{Vi},, est relativement compacte; de plus

C=A{¢;1(¢) <1}
= {(¢1,¢2,¢3); ¢ = Sy(f) avec % Hf2HH1 < 1} est I’ensemble-limite

de la famille {V, } pour u — 400 p.s. est donc solution de

do'(t) df;
(d¢2(t)) = dff
dé3(t) 2(f2dfi = (ff = Jnf (fs A 0))dfF)

Le théoreme 3.1 affirme que la famille {z,},, est relativement compacte ;
de plus C* = {g; I'"(g) < 1} est I'’ensemble-limite pour u — +00 p.s.
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