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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 16, 483-510 (2009)

Stabilisation exponentielle d’une équation des
poutres d’Euler-Bernoulli a coefficients variables

My DRISS AOURAGH
NAJI YEBARI

Résumé

Dans ce travail, nous étudions la propriété de base de Riesz et la stabilisa-
tion exponentielle pour une équation des poutres d’Euler-Bernoulli & coefficients
variables sous un controle frontiére linéaire dépendant de la position (resp. l'angle
de rotation), de la vitesse et de la vitesse de rotation dans le controle force (resp.
moment). Nous montrons qu’il existe une suite de fonctions propres généralisées
qui forme une base de Riesz de I'espace d’énergie considéré, et qu’il y a stabilité
exponentielle sous certaines conditions portant sur les coefficients de feedback as-
surant la dissipation. Des résultats numériques sont aussi présentés. Ce papier est
la version non uniforme de Particle [13].

1. Introduction

Nous considérons une poutre d’Euler-Bernoulli a coefficients variables, la
poutre est encastrée a une extrémité et contrélée a 'autre extrémité en
force et moment par une combinaison linéaire de la vitesse, de la vitesse de
rotation et le terme de position (resp. angle de rotation) dans le controle
force (resp. moment). La longueur de la poutre est supposée égale a I'unité,
la masse linéique p(.) et la rigidité de flexion EI(.) de la poutre sont
supposées des fonctions régulieres. Soit y(x,t) la déviation transversale au

Mots-clés : Equation d’Euler-Bernoulli, Coefficients variables, Comportements asymp-
totiques, Base de Riesz, Stabilité.
Classification math. : 74B05, 74K10, 93D15, 35B33, 93D15.
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point x et au temps ¢, nous obtenons le systéme suivant :

p(2)ys(z,t) + (EI(2)yze(x,t))ze = 0 0<z<l1, t>0,
y(0,t) = y,(0,t) =0 t >0,
— EI(1)y..(1,t) = Lo(t) t>0, (1.1)
(EI()Yzz)a(1,t) = L1(t) t>0,
y(z,0) = yo(z), ye(x,0) = y1(z) 0<z<l,
avec
Lo(t) = pye + p12yar + oyz) (1, 1) t>0,
Ly (t) = (po1ye + 2122y + By)(1, 1) t>0,

onta>0,82>0, u; >0, 1<4,7 <2 sont des constantes positives telles
que

pr12 >0 et piopor > (a1 + piaz)’. (1.2)
Le cas uniforme du systeme (1.1), avec la condition puiope1 > (p11 +
pa2)? et a = B = 0, est appelé deuxiéme probléme de Rideau [11] selon
P. Grabowski [3], est étudié par N. Yebari et al. [13], ou il est démontré
que le probléme est bien posé au sens des semi-groupes de contraction et
uniformément stable, puis ils ont établi que le taux optimal de décroissance
de I’énergie est déterminé par ’abscisse spectrale de 'opérateur associé
au systéme, en appliquant la théorie de A. Shkalikov [12]. Le systéme
(1.1) dans le cas ou on a juste un controle force avec une vitesse (o =
B = pij = 0 sauf pour pg; > 0 ) est étudié par Bao-Zhu Guo [4], ol
il est démontré qu’une suite de fonctions propres généralisées associée a
I'opérateur du systeme forme une base de Riesz pour l'espace d’énergie
considéré, puis le taux optimal de décroissance de 1’énergie ainsi que la
stabilité exponentielle s’en déduisent.
Dans ce travail, nous considérons le systeme (1.1), avec le méme controle
frontiere que le systéme hybride étudié par B. Rao [9] dans le cas (1.2), et
nous obtenons des résultats analogues a ceux obtenus par Bao-Zhu Guo
[4], mais moyennant beaucoup des difficultés d’ordre technique supplé-
mentaires qui s’ajoutent dans notre cas qui sont liées d’une part au choix
du méme controle frontiere que le systéme hybride étudié par B. Rao [9]
chose qui a été suggérée par le referee dans le cas uniforme N. Yebari et
al. [13], de plus le cas limite de la condition de dissipation qui nécessite
un traitement particulier et d’autre part, I'introduction d’une condition
de coercivité sur les coefficients EI(.) et EI’ qui est satisfaite pour le cas
uniforme et qui n’apparait pas dans le cas étudié par Bao—Zhu Guo [4].
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Le plan de ce travail est le suivant. Dans la section 2, nous justifions
Iexistence, la compacité de 'opérateur associé a notre systeme noté A
et nous donnons le comportement asymptotique des valeurs propres et
des fonctions propres de cet opérateur. La troisiéme section est consa-
crée au résultat principal de cette étude a savoir I’existence d’une suite
de fonctions propres généralisées associée a 'opérateur A qui forme une
base de Riesz pour l'espace d’énergie considéré, puis le taux optimal
de décroissance de I’énergie ainsi que la stabilité exponentielle s’en dé-
duisent. La section 4 est consacrée a la simulation numérique du spectre
de lopérateur A, autrement dit, on étudiera l'influence des parametres
a>0,82>0, uj >0, 1 <457 <2 sur la vitesse de convergence de
I'énergie associée au systéme (1.1).

2. Hautes fréquences

Soit y une solution réguliere du systéme (1.1). On introduit son énergie
associée E(t) comme suit

1 1
E(t) = 5(/0 [o(2)y3 (z, 1) + EI(2)yZ,(2,1)] dz + ayz(1,t) + By*(1,1)).
(2.1)
Un calcul formel montre que
dE(t
O 2y + (11, 6) — o (11) - g (1.). (22)

L’hypothese (1.2) implique que 1’énergie E(t) est décroissante et définit
une fonction de Lyapunov. Dans toute la suite de ce travail, nous suppo-
sons que

(EI(),p(.) € [C*0,1)]*et EI() >0, p(.)>0dans[0,1].  (2.3)
Alors on peut poser
1
n(s) = (p()/ELE)* o= [ n(s)is, (24)

Soit

V= {f e H*(0,1); f(0)=f'(0)=0}
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et soit I’espace de Hilbert H = V x L2(0,1) muni du produit scalaire
suivant : Pour tout (F = (f1,91), G = (f2, 92)) € H?

1 —I! —/ —=
(F,G)a = [ (ondo+ BIHT@da + @iy + BAT)M).  (25)

Posons X = (VN H*(0,1)) x V et considérons 'opérateur linéaire A défini
par

D(A) = { (f,9) € X/ —FEI(1)f"(1) = 2u119(1) + p129'(1) + af'(1), }
(EI()f"() (1) = p21g(1) + 2pu229'(1) + Bf(1) o0

A(f,9) = (9(.), =(1/p())(EI()f"(.)") pour tout (f,g) € D(A), (2.7)

avec la donnée initiale Yy = (yo,y1). Le probléme (1.1) contr6lé en boucle
fermé a 'une de ses extrémités peut étre formulé d’une fagon équivalente
sous forme d’un probléme d’évolution sur H :

dy (t)
dt

ouY(t) = (y(.,t),y:(.,t)). Nous sommes intéressé par la propriété de base
de Riesz du probleme (2.8), c’est & dire nous voulons savoir comment un
systeme des vecteurs propres généralisés associé a 'opérateur A forme
une base inconditionnelle de H. Pour ce faire, nous avons besoin dans ce
qui suit de quelques propriétés spectrales de 'opérateur A.

= AY (1), Y(0) = Y, (2.8)

Proposition 2.1. L’opérateur A : D(A) C H — H est défini par (2.6)et
(2.7). Alors :

i) A1 existe et est compact dans H. Donc o(A), le spectre de A, est
formé seulement des valeurs propres isolées, qui sont distribuées
dans le plan complexe en paires conjuguées.

ii) La fonction propre correspondante a X € o(A) est de la forme
A71®, D) ou ® # 0 vérifie

Np(z)®(x) + (EI(z)®"(z))" = 0,0 <z < 1,
®(0) = '(0) =0, 29)
—EI(1)®"(1) = 2Apu11®(1) + (Ap12 + o) @' (1), .
(EI()®"(.))' (1) = (Ap21 + B)P(1) + 2 ua2®'(1).
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iii) Les valeures propres (An, A\p)de A ont les propriétés asymptotiques
sutvantes :

)\n = Tg/P2,

2.10
= (1/V2)(n — i)w(z + 1)+ 0(n™Y) quand n — +oo, (2.10)

ou n est un entier naturel assez grand et A\, est le complexe conju-
gué de A. De plus, A, est géométriquement simple lorsque n est
assez grand.

iv) Il existe une solution ®, de(2.9) correspondante a A, ayant le
développement asymptotique suivant

lfz a(s)ds _ . : 1 1
e Jo @ (2) = =2(1 +i){(sin(n — 7)mz — cos(n — ;)72 (2.11)
+6*(n*i)ﬂ’z} +O(n_1), .

A 1@l (2) = 2A(x) (i — 1){cos(n — 3)mz —sin(n — )7z

_1_6—(71—%)%2} —l—O(?’Lil), (212)
ot A(z), z = z(x) et a(z) sont définis par
Ma) = RO, sw) = s,y

a(z) = 2p(n~2 (3 +nEf’/EI))( )

Démonstration.
i) Compte tenu de (2.6) et (2.7), nous avons A~L(f, g) = (¥, ¥), pour tout

W) = f(@), —(1/p(2))(EI(@)®"(2))" = g(x), 0<z <1,
Si nous posons

0= (—2#11]0 - ,u12f/)( )
o= (,u,glf + 2#22]0 )(

G(a;):/ // (pg)(s) dsdtdr,

Iy(@) = /0 (L=rP(@—n) " (BIG) " dr (i.d) € {0.1,2) x 0,1}
a:1+aI10(1), b= ((5[10—0[11—G)(1),
€ =14 Ba " (I (1) + a[l1oIxn — IE](1)) > 0,
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alors un calcul simple montre que
®'(1) = ba~t — Ba~ 111 (1) (1),
(I)(l) 25_1((5—041)&_1)[11( —(7'121 / G dl‘

B(z) = (8 — a®' (1)) Ioo(z) — (o + (1)) Iar (& / G(s
donc A~1 existe et nous avons

IAT (D) a0,y < a201) < CI(S 9) ||

pour une certaine constante C' > 0. Par conséquent, la compacité de A~1
sur H découle du théoreme d’inclusion de Sobolev. D’ou le spectre de A
est formé des valeurs propres isolées. Si A est une valeur propre de A alors
son conjugué A I’est aussi.

ii) Soit maintenant A une valeur propre de A et (¥, ®) sa fonction propre
associée : A(¥, ) = A(¥, ®), implique

U =\"1® —(1/p)(EI(z)¥"(z)" =\(z), 0<z<I1,
donc ¢ # 0 satisfait
Np(z)®(x) + (EI(z)®" ()" =0, 0<z<1,

puisque (¥, ®) € D(A) alors (\™1®, ®) est une fonction propre associée a
A et @ # 0 satisfait le systeme (2.9).

iii) Nous allons maintenant étudier le probleme (2.9). Si on réecrit (2.9)
sous forme d’un probléme aux valeurs propres standard pour un opéra-
teur différentiel linéaire avec des conditions homogenes et généralisées a
la frontieére et on effectue la transformation en espace par un scaling :

B@) = [(2), 2= 2(2) = (1/p) [ n(s)ds. (214)

Alors un calcul direct montre que f vérifie le systéme (5.1) (voir annexe
5.1).

Ensuite, nous effectuons le changement de fonctions comme il a été fait
par M.A. Naimark [8].

£(z) = e Jo oz gy, (2.15)

alors un simple calcul montre que g satisfait le systéme (5.4) (voir annexe
5.1).
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Puisque le systéme (2.8) est dissipatif, toutes les valeurs propres sont
localisées a gauche du demi plan complexe, et du fait que les valeurs
propres sont conjuguées deux a deux, alors nous considérons seulement
les valeurs propres A = 72/p? avec (7/2) < argA < 7 donc (w/4) <
arg T < (/2)

Maintenant, posons wj = ((—1)7 +4)/v/2, j = 1,2, w3 = —wa, wy = —wy
et

S ={r; Z Sarngg}. (2.16)
Dans tout ce qui suit, 7 est supposé toujours un élément de S . Notons
que
Re(Twy) = —|7|sin(argT + §) < —@M <0, (2.17)
Re(Twy) = |7|cos(argT + ) < 0.
Soit g une solution du systéme (5.4). On peut trouver quatre constantes
dr, k=1,2,3,4 telles que
9(z) = d1g1(z) + d2g2(z) + d3gs(z) + daga(2), (2.18)

ou les gr, kK = 1,2,3,4 sont définies par le théoréeme 2.4 de la section 4,
chapitre 2 dans Naimark [8]. En utilisant les conditions au bord de (5.4)
et le lemme 3.1 [8] et puisque

rwa| eITI%(COS(argT)*Sin(argT)) <1,
1 (2.19)
e = O(eiﬁh') quand|T| — oo,

e

alors on peut montrer que g(z) est solution non nulle si et seulement si 7
est racine de son déterminant caractéristique :

1] 1] 1] 1]
det Twl[l] ng[l] deg[l] TW4[1] -0
Fl Pwremi 1] TPwse™2[1]  PPwzem™s[1]  lwgems[1] | T
K1e™ 1] m3Koe™2[1] 73K3e™3[1] 73K e™1[1]
(2.20)
ot I]=1+0(rY, K;=w} — Kw;, i=1,2,3 et 4 avec
K = (casp2 + 2c11p22 ) /9
Tout calcul fait montre que (2.20) se réduit a
2rw, _ W2 T W1 1\ _1
e =—4+0(r)=—i4+0(7 2.21
2o o (2:21)
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En résolvant (2.21), nous obtenons (2.10) par application du théoreme de
Rouché. Par conséquent, \, = 72/p? est géométriquement simple pour n
assez grand.

iv) Le résultat découle directement des transformations (2.14) et (2.15).

En effet, ®,,(x) = fu(2) = e Jo ) 45 4. (2) alors nous obtenons (2.11).

De plus, puisque 7'n_2f,’1’(z:)ei Jo o) ds _ 7290 (2) + O(n~1) alors
_ 1 _ 1 _ / _
Tn 2(I)Z($) = ]?772('7;)7% 2f7,1/(z) + @77 3(.@)77 (IB)Tn 2f7/1(x)7

or 7, 2f"(2) = O(n~'). Nous déduisons donc de ce qui précede le résultat
souhaité (2.12). Ce qui acheve la preuve de la proposition 2.1. O

3. Construction d’une base de Riesz de ’espace de 1énergie

Dans toute la suite de ce travail, nous supposons que 'hypothese sui-
vante est satisfaite :

1B 120 < Oglxigl EI(x) (3.1)

Cette hypothese est utilisée pour montrer la coercivité d’un systeme de
référence non controlé qui sera défini ci-dessous.

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal de
cette étude a savoir la propriété de base de Riesz du systéme (1.1).

Théoréme 3.1. L'opérateur A : D(A) C H — H est défini par (2.6) et
(2.7). Alors :

i) Il existe une suite de fonctions propres généralisées de A convena-
blement normalisée qui forme une base de Riesz pour [’espace de
l’énergie H.

ii) Le développement asymptotique des valeurs propres(An, \n) de A
est donné par(2.10).

iii) Pour tout A € o(A) de module suffisamment grand est algébrique-
ment simple. Par conséquent, A engendre un Cy-semi-groupe e*
et nous obtenons w(A) = S(A), ou

W et S(A) = sup{Re\/ A\ € o(A)}.
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Démonstration. Pour montrer que 'opérateur A satisfait les hypotheses
du théoreme de Bari-Guo [5], nous avons besoin d’une base de Riesz de
référence. Pour cela nous considérons le systeme (1.1) avec
1
— =po1 =pn =ppr=a=[F=0;
H12
ce qui donne
{ p(x)ytt(ajvt) + (El(x)yxx(xat))xr =0 70 <z<l1 ) t> 07
y(0,1) = 42(0,1) = (EL(2)yra)2(1,1) = Yas(1,1) = 0.

Nous introduisons 'opérateur noté Ay associé au systeme (3.2) :
{ Aol ) = (01BN 53
D(Ao) = {(u,v) € X/ /(1) = (BI(.)u"(.))'(1) = 0}. '

Nous avons le résultat suivant dont la preuve est donnée dans I’annexe
5.3.

(3.2)

Lemme 3.2.

i) L’opérateur Ao est mazimal monotone et anti-adjoint. De plus la
résolvante (I — poAg)~! est compacte dans 'espace d’énergie H
pour un certain parameétre positif pg assez grand.

ii) Soit v, € 0(Ag) avec |vy| suffisamment grand, alors vy, est géomé-
triguement simple, elle est aussi algébriquement simple. Les va-
leurs propres (v, Uy) et les fonctions propres associées

{(v; 1, 0,) U {leurs conjuguées}}

ont les mémes comportements asymptotiques donnés dans la pro-
position 2.1 (2.10) et iv) (2.11)-(2.12).

Il en résulte donc qu’on peut trouver N > 0 tel que

+oo 400
Yo IO R, @) = (1, W, W) [ = D O(n?) < o0
n=N+1 n=N+1

Nous avons le méme résultat pour leurs conjuguées. Par conséquent, par
application du théoréme de Bari-Guo [5, Théoreme 3.3], toutes les condi-
tions de ce théoréme sont satisfaites pour 'opérateur A, x,, = (\,;1®,,, ®,,)
et 2, = (v, 1 W, ¥,). Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.1. [
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Théoréme 3.3. Le systéme (1.1) est exponentiellement stable c’est-a-dire
il existe des constantes strictement positives M, w telles que pour toute
donnée initiale Yy € H, nous avons

E(t) < ME(0)e ™ Vt>0.

Démonstration. Puisque le taux optimal de décroissance de I’énergie w(A)
égale a l’abscisse spectral S(A) de l'opérateur A, alors le systeme (1.1) est
exponentiellement stable si et seulement si on peut trouver une constante
w > 0 telle que Re(\) < —w pout tout A € o(A).

Tout d’abord, nous avons le résultat suivant dont la preuve est donnée
dans I’annexe 5.4

Lemme 3.4. Soit \,, défini par (2.10) Alors

1 L% e d
lim Re(An) = —(L/16) / p(a) e 3o 9@ dsgy < g,
0

n—-+0o00

avec
1
I — (16/M12) eiéfo a(s) ds

{p1apar — (a1 + pa2)? + (o2 — p11)? + p(1)EI(1)} > 0.

D’apres le résultat du lemme 3.4 et puisque w(A) = S(A), alors le
systéme (1.1) est exponentiellement stable si et seulement si Re(A) < 0
VA € o(A). Puisque le systeme est dissipatif, alors VA € o(A) on a
MRe(\) < 0. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe A € o(A) tel
que Re(A) = 0. La fonction propre correspondante a A € o(A) s’écrit sous
la forme Y = (A71®, ®) ott @ # 0 vérifiant le systéme (2.9). Nous avons

1

(AY,Y )y = / (—ANEID")' D + X EI®"?)(z) dx

0
A a2+ BlOR) (1) (3.4)

et par intégration par parties nous obtenons
1 g— —_
| @) @) 8(@) de = A (| D) + 240® ()T (1)
0
+ 20 ®(1) (1) + o] @ (1)2)

! " 2 / 2 2
+/0 EI@)|8" () de + a |8 (1)2 + S 2(1)]% (3.5)

492



POUTRES D’EULER-BERNOULLI A COEFFICIENTS VARIABLES

donc nous déduisons de (3.4) et (3.5) I'inégalité suivante :
Re(AY, Y )m < —pn|®(1)]* = 2(pa1 + pra2) |2 (1) (1)] + pa2| (1) > (3.6)

D’autre part, nous avons

1
Re(AY, Y ) = Re( / (Mpd® + X E10"F"} (z) da o
0 .

X (al®'* 4 B|2[%)(1)) = 0,
ce qui implique que
0 < —(pan [D(1)]* = 2(pa1 + pro2) | (1) (1)] + pa2| @' (1)[?) (3.8)
1) Nous distinguons deux cas :

~ Si piopor > (p11 + p2o)? alors en utilisant (3.7) et (3.8) on peut
montrer que ®(1) = &'(1) =0 et le systéme (2.9) devient :

{ Np(z)®(x) + (EI(z)®"(2))" =0, 0<z<l,
®(0) =9'(0) = ®(1) =d"(1) = 9" (1) = 0.

qui est bien le systéme (58) étudié par B. Zhu Guo [4] qui admet zéro
comme solution unique.

—Si (12 >0, por = pi1 = po = 0) alors nous avons Re(AY,Y )y =
—u12|®’(1)] = 0 et le systeme (2.9) devient :

{ Np(z)®(z) + (EI(x)®"(z))" =0, 0<z<l,
®(0) = ¢'(0) = ®'(1) = &"(1) = "'(1) = 0.

Nous procédons en deux étapes pour prouver que l'unique solution du
systéme (3.10) est la fonction nulle.

Etape 1 : Montrons que ® a au moins un zéro dans [0,1]. En effet,
puisque ®'(0) = ®'(1) = 0 donc d’apres le théoréme de Rolle il existe & €
(0,1) tel que ®”(&1) = 0, or (1) = 0 donc d’apres le théoreme de Rolle, il
existe & € (£1,1) tel que (FI(£2)®"(&2)) =0, or (EI(.)®")'(1) = 0. Donc
d’apres le théoréme de Rolle, il existe &3 € (€2, 1) tel que (EI®")"(&3) = 0.
Or (EI®")"(£3) = —A2p(£3)@(&3) = 0, nous appliquons Rolle & nouveau,
il existe & € (0,&3) tel que ®'(&4) = 0.

Etape 2 : Montrons que si ® admet n zéros différents dans (0, 1), alors
@’ admet au moins n + 1 zéros différents dans [0, 1].

En effet, supposons qu’on ait 0 < § < & < ... < &, telle que ®(§;) =0,
i =1,2,...,n. Puisque ®'(0) = ®'(1) = 0, alors d’apres le théoréme de
Rolle il existe n;,¢ = 1,2,...,n+ 1 tels que 0 < m1 < & <M < & <
cee <& <M1 < Let @”(n;) = 0. Or (1) = 0 donc d’apres le théoréme

(3.9)

(3.10)
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de Rolle il existe o, © = 1,2,...,n+ 1 tels que 0 < a1 < 71 < ag <
N2 < ... <Mpt1 < Qny1 < 1et (EIP")(a;) = 0. Puisque (EI®")'(1) =0
alors d’apres le théoreme de Rolle il existe 5,7 = 1,2,...,n + 1 tels que
0<a; <f1 <ay < ..<aptl < PBpy1 < 1et (EID) () =0, et
puisque (E1®")"(3;) = —A2p(3;)®(3;) = 0. Donc le théoréme de Rolle
s’applique : il existe v;,71 = 1,2,...,n,n+ 1 tels que 0 < 1y < B1 < 1y <
o < o < Up < Bpt1 < 1 = vy et & (1) = 0. Donc ' admet une
infinité de zéros différents (z;)7>° dans (0, 1).

Soit z¢ € [0, 1] un point d’accumulation des points (;)]°. Il est évident
que @) (z0) = 0,4 = 1,2,3,4. En effet, si &'(z;) = 0 pour i = 1,2, ... alors
®'(xg) = 0 et par le théoréme des accroissements finis, il existe (y;)7> tels
que 71 <Y1 < x2 < yz < ..., et ®’(y;) =0,i=1,... Notons que xg est
aussi un point d’accumulation des (y;){°°, alors ®”(x) = 0. Répétons le
processus, nous obtenons ®® (o) = 0,i = 1,2, 3,4.

Notons aussi que ®' satisfait 1’équation différentielle ordinaire linéaire
(N2 — (4f [p)(EI®")" + (EIB"Y")(x) = 0.

Par conséquent, par l'unicité de solution des équations différentielles
linéaires ordinaires, nous obtenons ® = 0. Or ®(0) = 0 donc ® = 0.

2) Si piopor = (p11 + p22)? > 0 alors en utilisant (3.7) et (3.8) on
peut montrer que ®(1)®’(1) € R. Soit ®'(1) = z1 +iy; et B(1) = @ +iys,
alors ®(1)®'(1) = x1w9 — y1y2 etr1ys + y1a9 = 0.

— Si x9 # 0, alors en utilisant (3.8) on peut montrer que

93% = (M12/M21)$%-
— Sizg = i\/,ulg/ugla:l, alors nous avons

B(1)P'(1) = \/pa1 /a2 [2(1) . (3.11)

En utilisant la condition au bord (2.9)3 du systeme (2.9) et le fait que
Me(A) = 0, nous montrons que :

20 BI(1)Re(@" ()T (1))/ [A> = —202 [&'(1)[2/ AP, (3.12)
— 2(EI®®")(1)/\ = (4p11|®|* 4 2(p12 + a/N)D'®)(1), (3.13)
(B2 70 ) (1) = (4|0 + 4B + ] P) (1)

+a? A () (3.14)
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Nous tirons de (3.8) et de (3.14) la relation

(EI2|A10")*) (1) = (4111 + paopan)| P2 + dpuny/inapinr | @) (3.15)
+a? A1) (1) ‘

Si nous posons

Q = pis (|2 {pa1pi2 — dpipon} — 2E1 (poo — pu11) @AD"
FEPAI0"|2 — 209y — p11)PAL + a2 A1/ (3.16)
+2aEIRe (AN ")) (1),

En tenant compte de (3.11)-(3.14) et du fait que piopo1 = (11 + 22)?
alors @) se réduit a

Q = 275 (p11 + p22)| (1) (111 + p22 + Vinzhzn).-

Puisque nous avons
1
JmA (29Re) / p(@)®(2)[2 dx + Q) = 0 et TmA £ 0,
0

alors nous obtenons @ = 0, donc ®(1) = 0. Par conséquent, ® satisfait le
systeme (3.10) qui admet la fonction nulle comme solution unique.
Si 9 = 0 alors nous avons x1 = 0 ou yo = 0.
— Six; = 0 alors nous obtenons aussi (3.11) et par suite ®(1) = 0, ainsi
le cas précédent s’applique. Donc @ est identiquement nulle.
— Si yo = 0 alors nous avons ®'(1) = ®(1) = 0 et nous concluons comme

dans le cas précédent.
O

Remarque 3.5. Le cas limite piopo; = (p11 + p22)? > 0 ne peut pas étre
traité en utilisant la méthode des multiplicateurs méme si on se place dans
le cas uniforme du systéme (1.1) c’est-a-dire ou les fonctions p et EI sont
des constantes.

4. Simulation numérique

Dans cette section, nous allons utiliser la méthode des différences finies
[1], [10] pour étudier numériquement le spectre de 'opérateur associé au
systéme (1.1). Ensuite, nous appliquerons la méthode QZ [7],[2]. Enfin,
nous étudierons I'influence des parameétres figurant dans les lois de controle
sur la vitesse de convergence de ’énergie associée aux probleme (1.1).
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La poutre est caractérisée par la densité de masse et la rigidité de
flexion :
plw) = (v + 1), EI(z) = (z + )",
Dans toute la suite, nous notons g par y et z(z) par x. Soit n € N*
1
h=—etx;=ih,i=0,1,...,n.
n
Nous utilisons les formules aux différences finies centrées pour approcher
Y (i), v (i) et y®(z;), pour i =2,...,n— 2.
Nous utilisons (5.25)—(5.27) et (5.31)—(5.33) (voir annexe 5.5), alors un

schéma basé sur des différences centrées pour le probleme (5.4) revient a
chercher les y; censées étre proches de y(z;), i = 1,...,n telles que :

Yi—o + a;yi—1 + (b + N2phY)yi + ciyit1 + diyie =0, i =2,...,n — 2
Yo = 4y1 —y2 =0,

Yn—2(Ahcizpiz + €) — yn—1(dhAcigpie + f)

+yn(4h2)\011u11 + 2)\h2612u12 + 3hAcizpiz +g)) = 0.

2yn—3 + (3)\h2(025H12 + 2c11p422) + K)Yn—2

—(12\h2 (o 12 + 2¢11122) — DYn—1+

+(12XR3(co1p11 + Coopior + Cospiaz + Coapian)+

+9NR2 (caspt12 + 2c11p92) + q)yn = 0

(4.1)
ol nous avons posé
3
a; = h2a1i — 4, bi =6— 2h2a1i — 7h3a2i + h4a3i,
2 4.2
h3a2¢ ( : )
ci = ayh?® + 2ag;h3 — 4, d; =1 — 5

et e, f,g,k,l et g sont des constantes réelles définies par :

e=2+ hag, f= 4(1 + hagg), g = 2h2a11 + 3hags,
k= 3h2b22 - 6,l =6— 12h2b22, q = 6h3b11 + 9h2b22 -2

Afin de faire apparaitre la condition de dissipation dans la derniere
équation du probléme (4.1), nous allons modifier cette derniére équation en
multipliant I’équation (4.1)3 (resp. (4.1)4) par 3h(caspi2 + 2¢11192) (resp.
c13/412), puis nous soustrayons ces deux équations membre & membre, nous
obtenons

2¢131112Yn—3 + Yn—2(kcizpa2 — 3eh(caspiz + 2c114122)) + Yn—1(lerzpire

+3fh(cospa2 + 2c11p122)) + Yn(gerspiz — 3gh(caspaz + 2c11p22)

+6AR3(2c13020 100021 — 4¢3 11 122)) = 0,
(4.3)
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Nous écrirons le systeme (4.1);, (4.1)2 et (4.3) sous forme matricielle
suivante :

MNPY +AQY +RY =0,Y = (y1,Y2, -, Yn)- (4.4)
Les matrices P, @@ et R sont définies comme suit :
o 1siz = 1, o Pn—j+4
Pii = { pthtsii=2,...,n—2, Poj = { 0sije{l,..,n—4},
(4.5)

P o Pj—n+3Sij¢{n_2an_17n}a
n=li = 0 ailleurs, (4.6)
Pij=0,i%#jet (i,j) € {1..n — 2},

Ou
Py = heispz, Py = —4hcizpna, Py = 2h*(2ci1p11 + ciapin2) + 3heizps,
(4.7)
Py = qci3 — 3ghcas si o1 = 0, (4.8)
P leis + fhegs sipor =0, P kciz — ehcas si po1 =0,
0 0 si po1 > 0, ’ 6 0 sipor >0,
(4.9)
_ | 2c13 8t po1 =0,
Pr= { 0 si pa1 >0, (4.10)
Qi]’ :0, (’L,]) S {1,...,77,*2}, (4.11)
Qi — Gn—jta sije{n—-3,n—2,n—1,n},
nj = 0 sije{l,..n—4},
7 (4.12)
Q - qj—n+3, 51j€{n—2,n—1,n},
n=1j 0 ailleurs,
Ou

Gn=e @=—f 3=y,

_ { 0 si H21 = 07
“ gcizpie — 3gh(caspia + 2¢11192) si por > 0,

_ { 0sipg1 =0,

o leispaz + 3fh(caspie + 2¢11p22) si por > 0,
_ { 0sipg1 =0,

1 kcigpiz — 3eh(caspiz + 2c1192) si por > 0,

_ { 0 si H21 = 07
ar 2¢y3p112 81 p21 > 0,
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Rij =0sili — j| > 5, (4.13)
Pour i € {2,...,n — 2} nous avons
by sii=j,
a;sig=1—1,
R = c sijg=1+1, (4.14)
d; sij=1+2,
lsij=i-—2,

Rij=0sije{l,...,n}et Ry =0si(i,5) € {n—1,n} x {1,2,...,n}.

(4.15)
A partir de (4.4) et en introduisant le terme auxiliaire suivant :
Z =\, (4.16)
ce qui donne le systéme suivant :
PZ = \PY,
{ “RY = APZ + \QY (4.17)

Il est facile de vérifier qu’on se ramene & un probléme de valeurs propres
généralisées qu’on résout en utilisant la méthode QZ :

AU= BU, U= (ZY)" (4.18)

Les matrices A et B sont définies par :

A:(ﬁ _OR>,B:<]2 g) (4.19)

1. On fixe les valeurs de a = 1,8 = 2, 411 = po1 = o2 = 0, puis on fait
varier p12. On constate que plus on augmente la valeur de 12, plus que
le spectre se déplace vers la droite en fonction de la croissance de pq2.

2. On fixe les valeurs de a« = 1,8 = 2, u11 = 1, pog = 2, uo1 = 10, puis
on fait varier pu12. On constate que plus on augmente la valeur de 2,
plus que le spectre se déplace vers la gauche en fonction de la croissance
de p12.

3. On fixe les valeurs de o = 1, 8 = 2, u11 = 1, pog = 2, p112 = 2, puis on
fait varier po1. On constate que plus on augmente la valeur de po1, plus
que le spectre se déplace vers la gauche en fonction de la croissance de

Ha1.
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FIGURE 1. Distribution des valeurs propres pij2 = 1, 5.
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FiGurke 2. Distribution des valeurs propres pi2 = 1, 5.

4. On fixe les valeurs de o = 1,8 = 2, 12 = 10, 21 = 5, oo = 1, puis
on fait varier pq11. On constate que plus on augmente la valeur de 11, plus
que le spectre se déplace vers la droite en fonction de la croissance de p11.

5. On fixe les valeurs de v = 1,8 = 2, 112 = 10, 111 = 1, o1 = 5, puis
on fait varier poo. On constate que plus on augmente la valeur de po2, plus
que le spectre se déplace vers la droite en fonction de la croissance de pos.

6. On fixe les valeurs de pio = 5,8 = 1, u11 = 1, uo1 = 10, 9y = 2,
puis on fait varier ce. On constate que la variation de «, n’entraine aucune
perturbation du spectre.
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FiGURE 4. Distribution des valeurs propres i1 = 1, 5.

7. On fixe les valeurs de pis = 5, = 2,411 = 1, uo1 = 10, uog = 2,
puis on fait varier 5. On constate que la variation de 3, n’entraine aucune
perturbation du spectre.
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FI1Gure 7. Distribution des valeurs propres g =1, 5.

5. Annexe

5.1. Systemes vérifiés par f et g

La fonction f vérifie le systeme suivant

FO(2) + al2) f"(2) + b(2)f"(2) + e(2) ['(z) + Np* f(2) =

f(0) = f(0) =0,

f”ﬁ})(Z) (2Ap11p?/EI(1))n (1) f(1) + {(Apaap/ BI(1))n~ (1)

+ao}f’

() = {((2)\M11P3E1’( )/EI*(1)) + (Au21p®/EI(1))n~>(1)

(6Ap11p®/EI(1))n~ ( )’ (1) +bo}f(1) + {(M2p® ET'(1)/EI? (1)) +

(2Ap22p?/E1(1)))n~ (1) + (3BApazp®/EI(1))n =2 (1)’ (1) + Co}f/(127 |
5.1

o a(z) est définie par (2.13) et les fonctions b(z) et ¢(z) sont définies par

b(z) =p*(n >3y "' + 40" + (60'EI' + nEI")/EI))(x), (5.2)

c(2) =p°n (" + 20"EI' + W EI")/EI)(x), (5.3)

et agp, by et cg sont définies par :

ag = —p(n~*n' + a(n~'/EI))(1), b = Bp*(n~2/EI)(1),
co =p*n 2() (=" + 30/ (0" + «/EI)) + aEI'/EI?)(1),
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La fonction g satisfait le systeme suivant

gW(2) + a1(2)g" (2) + a2(2)g'(2) + as(2)g(z) + A2p*g(z) = 0,
9(0) = ¢'(0) = 0,
—9"(1) = (2Acr1p11 + cieA iz + a11)g(1) + (Aeizpaz + a22)g’ (1),
g" (1) = (ca1 A1 + coa A1 + caz iz + caaApoz + bi1)g(1)+
(cas M1 + 2c11 Mg + ba2)g'(1).
(5.4)
ou a1, az et ag sont des fonctions régulieres définies par :

ai(z) = —(3d'(2)/2) — (3a%(2)/8) + b(2), (5.5)
az(2) = (a°(2)/8) — a”(2) — (a(2)b(2)/2) + c(2), (5.6)

az(z) = (3a’2( )/16) — (a"(2)/4) — (3a"(2)/256) + (3a°(2)d’(2)/32)
+b(2)((a*(2)/16) — (a'(2)/4)) — (a(2)c(2)/4). -

et ¢ij, 1 =1,2,7=1,2,...,5 sont des constantes réelles définies par :

ci1 = (PP 2/EI)(1), c12 = —(apn ' JAEI)(1),c13 = (pn~'/EI)(1),
o1 = 2p°n (1) ((EI'/EI?*) + (30~ '/ /ET))(1) — (3ap®n~2/2ET)(1),
o2 = (PP ?/EI)(1), co3 = (ap 073 /4)(D)((ET'n/pET?)
+(31'/pEI))(1) 4+ (3a’pn ' /16 ET)(1), c2s = —(ap®n~2/2EI)(1),

cos = pP*n 3 (D)((EI(1)n/pEI?) 4 (31 /pEI))(1) — (3apn™ JAET)(1),

et ai1, a2, b11, bao sont données par
a1 = —(a'/4)(1) + (a*/16)(1)~
(a(1)/4)((apn~' /EI)(1)) + pn~2(1)1' (1)),
a2 = ag — (a(l)/2),bn = b() - (a(1)00/4) - (3a(1)a11/4) - A(l),
b22 = Cy — (3&(1)@22/4) - B(l),

ou

—(a”(1)/4) + (Ba(D)a’(1)/16) — (a °(1)/64), (5.8)
—(3a'(1)/4) + (3a*(1)/16),C(1) = —(3a(1)/4). '

5.2. Comportement asymptotique des fonctions gV, ¢?)

n rIn

Avec l'expression asymptotique donnée dans le lemme 3.1 [8] et par I'uti-
lisation de la relation (2.18) et (2.20), on peut écrire g}lk) (2), k=0,1,2
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ainsi
[1] [1] em2[1] e™mi[1]
k _ Thwiz k _ Thwiz k _ Thwiz k_ Thwiz
(k) () — wre™E[1] - wye™F[1] wge™F[1] wyie™ (1]
G (2) = 7y det w1e™9[1]  wee™“2[1]  —wol[l] —w1[1]
KleT"“’l [1] KQ@T"UJ2 [1] —Kg[l] —Kl [1]

(5.9)
alors, la solution g,, associée a (5.4) admet le développement asymptotique
suivant :

gn(2) = =2(1 +4){sin(n — %)WZ — cos(n — %)’NZ + 6_(71_%)7“2} +0(n™h),

(5.10)
729" (2) = 2(i — 1){cos(n — %)m —sin(n — i)m te (DT L O(n ),
(5.11)
De plus, nous avons
-1 _ _ 1 W _ 1 o —(n—1mz -1
T gn(2) = \[{cos(n 4) z —sin(n 4)71'2 2 L+ 0(n ).
(5.12)

5.3. Preuve du lemme 3.2

(i) Soit U = (y,2) € D(Ag). En utilisant (2.5) avec o = = 0 et (3.3)

nous avons

(AU, U)n = /0 1 [(EI(z)y"(x)) 7 () + EI(x)2"(x)y" (2)] d.

En intégrant par parties le premier terme de I'intégrale ¢i-dessus et puisque
U € V x H*0,1)) x V alors nous obtenons Re(AgU,U)yg = 0 V U €
D(Ay). Maintenant, montrons la surjection de l'opérateur I — pghg pour
un certain parametre positif o i.e prouvons que pour tout (f,g) € H,
on peut trouver (u,v) € D(Ag) tel que (I — polo)(u,v) = (f,g). Ceci
nous amene d’une fagon équivalente & chercher (u,v) solution du systéme
suivant

U_M0vzf7 PU+M0(E ()uacw)x:c = pPg,
{ u(0) = uz(0) = (EI()uar)2(1) = (5.13)
up(1) = fo(1), (u,v) € HY0,1) x V
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En éliminant l'inconnue v du systeme (5.13) nous obtenons le probleme
réduit suivant

pu + pg(BI()tze)zw = p(pog + f) = F,
(BI()uge)e(1) = u(0) = u.(0) = 0, u € H*(0,1).

Maintenant, pour tout couple (u, ) € V x V, nous posons

a(u, ) = [y (pupdz + pEEI(2)prptizs) dr + ¢a(1) (13 [ EI'(z)u, do
—~1/2 [} % pu dz)

qui est une forme bilinéaire continue sur V x V. On définit la forme linéaire
continue L sur V par

1 1
L(g) = [ Feda+o(OREI L) = 1/2 [ a°F da).
Gréce a 'hypothese (3.1) on peut facilement vérifier que la forme bilinéaire
a(.,.) est coercive sur V x V pour un certain parametre po > 0 choisi assez
grand. Par le théoreme de Lax Milgram, il existe un élément unique u
dans V tel que

a(u, ) = L(p), pour tout ¢ € V.

Nous déduisons de 1’égalité ¢i-dessus que le systéeme (5.14) admet une so-
lution unique u € H*(0,1) NV, ce qui implique que v = ((u — f)/po) €
V et par construction (u,v) € D(Ap). Par conséquent, nous concluons
que Ay est un opérateur maximal monotone dans ’espace d’énergie H.
D’autre part, d’apres la théorie des équations elliptiques (Lions et Ma-
genes [6]), nous obtenons que u € H/2(0,1) et que (s V)| rsr2(0,1yxv <
C|I(f,9)|lg-En particulier, nous obtenons la compacité de la résolvante
(I — p1pAg)~!. Finalement, puisque Ay est antisymétrique, maximal mo-
notone et a résolvante compacte, donc Ag est anti-adjoint dans H. Par
conséquent, d’apres la théorie générale des opérateurs, toutes les valeurs
propres de Ag sont localisées dans I’axe imaginaire et il existe une suite
de fonctions propres généralisées de Ay formant une base de Riesz pour
H. Dans ce qui suit, nous justifions comment obtenir le comportement
asymptotique des valeurs (resp. fonctions) propres de Ay.

(ii) La fonction propre associée & v € o(Ag) est de la forme (v=1U, W),
ou ¥ # 0 est solution de I’équation (2.9); en échangeant A par v et satisfait
les conditions aux limites suivantes :

w(0) = W(0) = V(1) = (EI()¥(.))"(1) = 0.
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En utilisant les mémes transformations (2.14) et (2.15) alors nous dédui-
sons que g est solution de I’équation (5.4); en échangeant A par v (on note
(5.4)1, v cette équation) et satisfait les conditions aux limites suivantes :

9(0) = ¢'(0) = 0,¢'(1) = a(1)g(1) /4, g"(1) = a'(1)(2 + a(1))g(1)/8
Ta(1)g”(1)/4.
(5.15)
En substituant

4
9(2) = digi(2),
k=1

ol les g sont définies par le théoreme 2.4, de la section 4, chapitre 2 de
Naimark [8] dans les conditions au bord (5.15) et le lemme 3.1 [8], Il est
facile de vérifier que g(z) est non nulle si et seulement si 7 est solution
de I'équation (2.20) avec K = 0, puisque le calcul du déterminant dans
(2.20) est indépendant de la valeur de K alors nous avons la méme formule
(2.21) pour ce probléme, par conséquent nous obtenons v, = 72 /p? ou la
valeur de 7, est donnée dans la formule (2.10).

Soit g, la solution du probleme (5.4)1, v,-(5.15) associée a v, alors gy,
gr, gn peuvent s’écrire par la formule (5.9) avec K = 0, puisque le calcul
du déterminant (5.9) est indépendant de la valeur de K alors nous obte-
nons les mémes développements asymptotiques (5.10), (5.11) pour g, (z) et
v-2g"(2) respectivement, par conséquent le comportement asymptotique
des fonctions propres (v, 'W,,V¥,) découle directement des transforma-
tions (2.14) et (2.15).

Remarque 5.1. Si (Ag — M)?z = 0 ou x € X, alors puisque I'opérateur
Ay — Al est normal, nous avons

(Ao — AI)(Ag — AD)z[| = [[(Ao — AI)*(Ag — AD)z|| = 0,
par conséquent ((Ag—AI)*(Ag—AI)z, z)g = 0 ce qui implique (Ag—A)z =
0.
5.4. Preuve du lemme 3.4

Soit (An,®y) vérifiant le systeme (2.9), ou ®,, est définie par (2.11). Nous
multiplions I’équation (2.9); par la fonction conjuguée ®,, puis nous inté-
grons sur [0,1], nous avons

[ 00t @ale)? + (BT (080} dr =,
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nous intégrons ’équation ¢i-dessus par parties et si nous posons

Qn = 12| (1) + 21118 ()T} (1) + 2410%, (1T, (1) + pal @) (1),
(5.16)

alors nous obtenons

Ao Jo p(@)| @ (@) do + [y EI@)|®))(2)|” dz + a |}, ()] + 5] @n(1)]

+)\nQn =0,
(5.17)
La condition au bord (2.9)3 du systeme (2.9) implique que
— (EID, /X + 2011y + D, /A0) (1) = 1120, (1), (5.18)
— (BI®! /Xp + 211 P + a®) /0 (1) = p12®),(1). (5.19)

En multipliant les équations ¢i-dessus membre a membre, nous obtenons

pa2| @, (1)12 = pip (EI2(1)| @ (1) /An]? + dpa1 (111 | @ (1)) /
+ET(1)Re( @0 (1)@, (1) /Xn) + aFe(® n(1) )2,,(1)/An))
+a2 @ (1) /Al + 20 ET(1)Re(, (1) T, (1)/Ann)),

(5.20)

en multipliant (5.18) par 2(p11/p12) ®n(1), nous avons

2011 (2,8,,)(1) = 2(p11/p12) (—EI®, 8y, /A = 24111 | B[ = 0@, B /) (1).
(5.21)
En multipliant (5.19) par 2(u22/112)®, (1), nous obtenons

20122(Pp D7) (1) = 2(pt22/ p112) (= EI®, @ /Ay — 2N11‘q)n‘2 —a®, 2, /A,)(1)
(5.22)
en additionnant (5.20),(5.21) et (5.22) alors (5.16) devient

= | (1) (p21 — 4(p11p22/p12)) — 2(E1(1)/pa2) (poz — pi11)

(1)(<I>”( )/An) + (EI*(1)/ pa2) | @ (1 )[An [? = 20(p22 — pa1) /112)
((I)n(1> (1)/An)+£a2/u12)!‘?’( )/Aal® + 2(aBI(1)/ )
(Re(®, (1), (1)/AnAn))-

(5.23)

Or un calcul simple montre que
B () @(1)/ A0 = 81 ¢ 2o ) do2(1) (5 — 2= Dm} 4 oY),
ALl (1) = O(n7h), Bu(1)@,(1) /Ay = O(n™)
®, (1), (1) / Ak, = O(n 1),
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puisque (Im(Qy)/Im(A,)) — 0 quand n — +oo alors (5.17) implique que

1

2NRe(N\n) [ p(2)|®n(z)|* dz + Re(Qn) — 0 quand n — +oo.  (5.24)
0

D’apres (2.11) et (2.12), nous avons

1
lim (BIA;@)2)(1) = 16(pED)(1) e 2 Jo )%,

n—-400

1
lim_|@,(1 D2 =162 Jo 2)ds
n—-4oo

En utilisant (5.23) nous obtenons

lim MRe(Q,) = L existe, avec
n—-+00

_1rt
L = (16/pm12) € 2o O % 1oy — dyraps + p(1)EI(1)}.
D’apres le théoreme de Lebesgue-Riemman, nous avons

im [ p()| @ |d:z—8/ z) e 3 Jo o) ds gy

n—-+4o0o

par conséquent, nous obtenons

lim %g( ) L/]_G Nl?/ p _7‘[02&(8)613 da.

n—-4oo

Pour achever la démonstration du Lemme 3.4 il suffit de prouver que
L > 0. Pour cela, il est facile de voir que L peut s’écrire ainsi

_1ft
L =16p € > Jy s P {apar — (1 + pa2) + (p22 — p11)? + p(1) EI(1)}.
L’hypothese (1.2) implique que L > 0.

5.5. Différences finies

—3y(x;) +4y(w; + h) — y(z; + 2h)

Y (x;) ~ 5T (5.25)
o (1) ~ y(z; —h) — QQ}E?‘) +y(xi + h) (5.26)

x; — 2h) — 4y(x; — h) + 6y(x;) — 4y(x; + h) + y(x; + 2h)
X

(5.27)
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Considérons le dévellopement limité a I'ordre 4 de la fonction y au point
1. Nous obtenons

h? h3 h*
9 4h3 2ht
y(1_2h) = y(l)_2hyr(1)+2h ym:(l)_?ywxx(l)‘i‘?yxwxx(gﬂ (5'29)
h? h3 h?
y(l - Sh) = y(l) - 3hyft(1) + ?yrm(l) - 973/:1::}09:(1) + %ywxxz(&i)a

(5.30)

on & e(1—h1), =123
Nous éliminons (1) (resp. y,(1)) dans (5.28) et (5.29), nous obtenons
y(1— 2h) — 4y(1 — h) + 3y(1
4a) = YL 20) 4L 1) 50

+ O(h?) (5.31)

(resp
—2y(1 —h)+y(1) +y(1 —2h
ea(1) = LI IVDTVAZI) 4 60 (53
Nous éliminons y, (1) dans (5.28),(5.29) et (5.30) et nous remplacons
Yzz(1) par son approximation (5.32) nous obtenons

y(1) +3y(1 —2h) —y(1 —3h) — 3y(1 — h)
3h3

Yz (1) >~ (5.33)
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