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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 17, 303-326 (2010)

Cones nilpotents des super algebres de Lie
orthosymplectiques

CAROLINE GRUSON
SEVERINE LEIDWANGER

Résumé

Nous étudions le cone nilpotent impair des super algébres de Lie orthosymplec-
tiques. Nous nous intéressons aux orbites nilpotentes impaires qui le constituent,
a la relation d’ordre sur leurs adhérences et donnons une désingularisation de ce
cone .

Odd nilpotent cone of orthosymplectic Lie superalgebras

Abstract

We study the odd nilpotent cone of orthosymplectic Lie superalgebras, we look
at nilpotent orbits and their closure ordering and we give a desingularisation of
the cone.

1. Introduction

Soient m, n deux entiers positifs et soit g = osp(m,2n) = go ® g1
la super algebre de Lie orthosymplectique correspondante. On note ad :
g — End(g) laction adjointe. Soit N7 (resp. Np) le cone formé des
X € osp(m,2n);, (resp. X € osp(m,2n)p) tel que ad(X) est un élément
nilpotent de End(g) : c’est le nilcone impair (resp. le nilcone pair).

Depuis les travaux de Springer ([10], [11]), il est bien connu que les
orbites nilpotentes d’une algebre de Lie semi-simple a sont intimement
liées aux représentations irréductibles du groupe de Weyl de a et 'un
des éléments de cette construction de Springer est la désingularisation
du cone nilpotent de a par un fibré vectoriel au dessus de la variété des
sous-algebres de Borel de a.

Mots-clés: Super algebres de Lie, Orbites nilpotentes, Groupes algébriques, Désin-

gularisation des cones nilpotents.
Classification math. : 1"7TBXX,14LXX.
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C. GRUSON et S. LEIDWANGER

Dans cet article, nous nous intéressons au cone nilpotent impair N de g.
D’une part nous étudions les orbites nilpotentes qui le constituent et leurs
liens avec les orbites nilpotentes du cone nilpotent pair N, liens obtenus
par l'intermédiaire de I'application x, définie par g — go, X — %[X, X].
Nous donnons une nouvelle description de la paramétrisation de ces orbites
obtenue par Kraft et Procesi dans [7], la ndtre étant fondée sur la paramé-
trisation des orbites nilpotentes paires (Proposition 3.1). Nous étudions
ensuite la relation d’ordre (partiel) d’inclusion sur les (Zariski) adhérences
des orbites nilpotentes impaires en utilisant les résultats correspondants
de Ohta [9], Djokovi¢ et Litvinov [2] sur les orbites nilpotentes réelles
classiques (Proposition 3.6).

Cette relation d’ordre a pour corollaire l'irréductibilité des fibres de
la restriction de k & A7 dont nous donnons une description (Proposition
3.11). Remarquons que la fibre de 0 est exactement le cdne autocummutant
dont la géométrie est étroitement reliée a la connaissance de la cohomologie
de g ([3], [4]).

D’autre part, nous donnons, dans les cas osp(2n+1,2n) et osp(2n, 2n),
une désingularisation de ce nilcone, analogue & celle de Springer pour N,
sous la forme d’un fibré vectoriel au dessus de la variété des drapeaux de
la partie paire (Théoréme 5.3).

Dans ce but, nous introduisons la notion de sous-algebre de Borel mixte
(Définition 4.1) et nous montrons que ces sous-algebres de Borel ren-
contrent toutes les orbites nilpotentes.

Nous remercions chaleureusement Laurent Gruson, Frédéric Han et Ni-
colas Perrin pour de nombreuses discussions et Michel Duflo pour ses
remarcques.

2. Notations, définitions, rappels

Le corps de base est celui des nombres complexes.

Soient m > 1,n > 1 deux entiers. Soit V' = V3@ V7, un espace vectoriel
Z]2Z-gradué de dimension m + €2n (dimVp = m, dimVi; = 2n), muni
d’une forme bilinéaire orthosymplectique non dégénérée B : on a By,
est symétrique, By, xy, est alternée et By v, et By, xy;, sont nulles.

On choisit des bases de Vy et de V; comme suit : si m = 2p on prend
une base ef,...,e5, de Vo avec B(e},€}) = d;2pt+1-j, si m = 2p + 1 une
base e, ...e, avec B(ej,ej) = ;2p—j. Soit fi,..., fan une base de Vj
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CONES NILPOTENTS IMPAIRS

vérifiant B(fl,f]) = 5i,2n+1—j S < j, B(fl,f]) = —51'72“_;,_1_]' sig > j On
identifie les endomorphismes de V' avec les matrices correspondantes dans
ces bases.

On considere la super algebre de Lie osp(m, 2n) constituée des matrices
des endormorphismes de V' qui respectent B.

On a g = osp(m,2n) = go@ g1 avec gop = o(m) x sp(2n) et g; ~ Vo @ Vj.
Remarquons qu’un élément de osp(m,2n) est une matrice par blocs de la

*

forme ( Z 22 ), ou a € o(m), b € sp(2n), u € Hom(Vp, V1) et u* se

déduit de u par

u alt ty sym
Vo = Vi Vi = Vg =5

-

Soit Gog = SO(m) x SP(2n), c’est un groupe algébrique complexe
connexe. On connait par [12] anneau S(g%)%°, c’est un anneau de poly-
némes. On notera N7 le lieu d’annulation de tous les éléments homogenes
non constants de S(g%)%°, c’est le cone nilpotent impair (ou nilcéne im-
pair de g). Remarquons que, selon la terminologie de Mumford, c’est le
lieu instable du Go-module g; et selon la terminologie de Kac dans [6], le
nilcone du go-module gi. Il est constitué des éléments X de g; tels que
I’endomorphisme ad(X) de g est nilpotent. On note Ny le cone nilpotent
de la partie paire.

Soit  I’application de gy dans gy définie par x(X) = $[X, X].

Onark: i — Ny

u = (ufou,uou’).

On remarque que comme le crochet de g restreint a la partie impaire

est symétrique, k n’est pas identiquement nulle.

2.1. Diagrammes

Une partition A = (A1,..., As) est une suite décroissante d’entiers stric-
tement positifs. Les \; sont appelées parts de A. Le nombre de parts, noté
I(N), est la longueur de A. Si >-{ \; = n, on dit que \ est une partition
de n. On appelle sous-partition toute suite décroissante d’entiers formée
d’une sous-suite décroissante de A et éventuellement de 0.

On note D(\) le diagramme de Young de forme .

Définition 2.1. Un diagramme gradué D est un diagramme de Young
dans lequel chaque case est remplie par un 0 ou un 1, de telle maniere
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que les étiquettes alternent sur les lignes. Deux diagrammes gradués sont
considérés comme égaux si ’on peut passer de I'un a 'autre en échangeant
des lignes de méme longueur. Un sous-diagramme de D est un diagramme
obtenu en effacant des lignes de D.

A un diagramme gradué on associe deux partitions dy et dy, correspon-
dant aux diagrammes obtenus en effagant les cases 1 (resp. les cases 0)
dans le diagramme gradué et en réordonnant les lignes afin d’obtenir le
diagramme d’une partition. On peut voir un exemple sur la figure 2.1.

1 (o |1 0 !
o |1 |o 0 |0 1
o |1 |o 0 |o 1|1

FIGURE 2.1. D,dy,d;

Une ligne commengant par une case étiquetée 0 (resp. 1) est dite paire
(resp. impaire).

2.2. Paramétrisation des orbites nilpotentes des algebres de
Lie symplectiques et orthogonales

La paramétrisation des orbites nilpotentes des algebres de Lie semi-
simples complexes est décrite dans [1].

Proposition 2.2 ([1]). - Les orbites nilpotentes sous SO(2n + 1) de
0(2n+1) sont paramétrées par les partitions de 2n+1 pour lesquelles
les parts paires apparaissent avec une multiplicité paire, on note in-
différemment Py(2p41)etiq 0U Po(2ns1) L'ensemble de ces partitions.
On a par exemple P0(5)etiq = {(5)7 (37 L, 1)1 (27 2, 1)7 (17 1, 1,1, 1)}

— Celles de 0(2n) sous O(2n) sont paramétrées par les partitions \ de
2n pour lesquelles les parts paires apparaissent avec multiplicité paire,
notons Py(ay) cet ensemble.

— Celles de 0(2n) sous SO(2n) sont paramétrées par les partitions A
de 2n pour lesquelles les parts paires apparaissent avec multiplicité
paire excepté pour les partitions formées uniquement de parts paires
apparaissant avec des multiplicités paires, appelées trés paires. Dans
ce cas on considére les partitions étiquetées N et NI correspondant a
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CONES NILPOTENTS IMPAIRS

deuz orbites différentes. Les étiquettes I et Il étant définies grace aux
diagrammes de Dynkin pondérés (lem 5.3.5 [1]). On note Pyap)etiq
l’ensemble de ces partitions étiquetées. On a par exemple

Pa(8)etiq = {(77 1)7 ((57 3)’ (42)1) (42)117 (57 13)7 (327 12)7
(3,2%,1),(3,1°), (27, (29", 2%, 1%), (%)}

— Celles de sp(2n) sous SP(2n) sont paramétrées par des partitions
de 2n pour lesquelles les parts impaires apparaissent avec une mul-
tiplicité paire, notons Pyy(ayn) l'ensemble de ces partitions. On a par
ezemple Pyyqy = {(4),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)}.

On en déduit une paramétrisation des Go-orbites nilpotentes de Ny de
la super algebre de Lie osp(m,2n). Elles sont paramétrées par des paires
de partitions (A, u) € Po(m)etiq X Psp(2n)-

2.3. Paramétrisation des O(m) x SP(2n)-orbites nilpotentes
de Hom(Vy, V1) x Hom(Vy, Vp)

Nous rappelons ici les résultats de Kraft et Procesi ([7]).

Proposition 2.3 ([7]). Les O(m) x SP(2n)-orbites nilpotentes de g1 sont
paramétrées par des diagrammes gradués D formés des diagrammes gra-
dués indécomposables décrits ci-aprés. On note Op orbite associée a D.

Soit p un entier quelconque, les différents diagrammes indécomposables
sont

(1) une ligne paire de longueur 4p+1, p > 0

(2) une ligne impaire de longueur 4p — 1, p > 1
(3) deux lignes paires de longueur 4p — 1, p > 1
(4) deux lignes impaires de longueur 4p+ 1, p > 0

(5) deux lignes, l'une paire ’autre impaire de longueur 2p, p > 1.

On note D(m, 2n) l'ensemble des diagrammes gradués formés par ces dia-
grammes gradués indécomposables.

3. L’application

Dans le cas de la super algebre de Lie osp(m,2n) avec m impair, les
O(m) x SP(2n)-orbites nilpotentes de g; et les Gp-orbites de g; sont les
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mémes, la proposition précédente nous permet donc de paramétrer les
orbites nilpotentes de g.

Dans le cas de osp(m,2n) avec m pair, ce n’est pas le cas. Certaines
O(m) x SP(2n)-orbites sont I'union de deux Gy-orbites distinctes dans g;
qu’on ne peut différencier par les diagrammes.

On donne dans un premier temps une nouvelle description des dia-
grammes apparaissant dans la proposition 2.3.

Proposition 3.1. Soient m > 1,n > 0, v une partition de m + 2n. Les
O(m)x SP(2n)-orbites nilpotentes de osp(m,2n) dans g1 sont paramétrées
par des diagrammes gradués D(v) tels que

(1) le nombre k de lignes de longueur paire de D(v) est pair, et dans
D(v) il y a k/2 lignes paires (resp. impaires) de cette longueur.

(2) Soit (do,d1) le couple de partitions associé a D(v) (cf définition
2.1), on a (do,dl) € Po(m) X Pﬁp(gn).

Démonstration. Soient D € D(m,2n) et Op la O(m) x SP(2n)-orbite
associée, la condition 1 de la proposition provient du cas 5 de la proposition
2.3. Soit X = (u,u*) € Op. Les diagrammes gradués nous donnent la
*

dimension des noyaux des X*. Or on a [X, X] = 2( b (;Du uoou* ) €
Np. Lorsque dans le diagramme gradué on efface les cases étiquetées 1
(resp. 0) on ne garde que la dimension des noyaux des homomorphismes
de Vy dans Vp (resp. V5 dans V) obtenus en restreignant les X 2 AV
(resp. V1). On obtient ainsi une partition indexant une (ou deux) orbites
de o(m) (resp. 5p(2n). On a donc (do, d1) € Py(m) X Pap(2n)-

Montrons que (do,d1) € Py(m)xsp(2n) €t que deux diagrammes gradués
de méme forme ne peuvent avoir deux couples de partitions associées
égaux.

Supposons qu’il existe deux diagrammes D et D’ distincts de forme v
et de couples de partitions associées (A, pt). Cela signifie que, dans I'un des
diagrammes on a une ligne paire de longueur 2k (et pas de ligne impaire
de méme longueur), et dans l'autre une ligne impaire de longueur 2k (et
pas de ligne paire de méme longueur). Mais ceci est en contradiction avec
le fait que le diagramme gradué est formé d’éléments de la proposition
2.3.

Il reste & montrer qu’avec un couple de partitions (A, i) € Py(m) X Pap(2n)
on peut former un diagramme gradué, et qu’en rajoutant la condition 1
de la proposition, ce diagramme est toujours dans D(m, 2n).
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Soit A € Py(p). Elle est formée d’éléments indécomposables de deux

sortes

— cas (0-1) une part de longueur impaire,

— cas (0-2) deux parts de longueur paire.

Soit pu € Pypan). Elle est formée d’éléments indécomposables de deux
sortes,

— cas (1-1) une part de longueur paire,

— cas (1-2) deux parts de longueur impaire.

Etudions tous les couples possibles aboutissant & des diagrammes indé-
composables. Pour pouvoir construire une ligne de diagramme gradué a
partir de ces indécomposables il faut que les parts qu’on associe vérifient
A — pj| < 1.

— cas (0-1) xcas (1-1) : on obtient soit une ligne impaire de longueur
4p — 1, soit une ligne paire de longueur 4p + 1 i.e. cas 1 et 2 de la
proposition 2.3

— cas (0-2) x cas (1-2) : on obtient soit deux lignes impaires de longueur
4p + 1, soit deux lignes paires de longueur 4p — 1, cas 3 et 4 de la
proposition 2.3.

— cas (0-1) x cas (1-2) : soit dans X on a deux parts impaires de longueur
2p + 1 et on obtient une ligne paire de longueur 4p + 2, une ligne
impaire de longueur 4p + 2 i.e cas 5 de la proposition 2.3, soit ce
n’est pas le cas et on obtient alors une seule ligne paire et ce cas est
incompatible avec la condition 1 de la proposition.

— cas (0-2) x cas (1-1) : se traite de la méme maniére que le cas précé-
dent.

O

Pour pouvoir ensuite paramétrer les Gg-orbites nilpotentes on introduit
la définition suivante.

Définition 3.2. Soit D € D(m,2n) un diagramme gradué vérifiant les
hypotheses de la proposition précédente. Si dy est trés paire alors a d{]
(resp. d{!) on associe un diagramme gradué étiqueté D! (resp. D'!) sinon
on garde D. L’ensemble des diagrammes gradués ainsi construit est appelé
ensemble des diagrammes gradués étiquetés et noté D(m, 2n)ctiq-

Proposition 3.3. Les Gg-orbites nilpotentes de osp(m,2n) dans g1 sont
paramétrées par des diagrammes gradués étiquetés.
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Soit D = (di,d;) un diagramme gradué étiqueté, on note Op la Go-
orbite nilpotente telle que x(Op) = Oi a,-

Démonstration. Soit D € D(m, 2n)etiq et (di), d1) son couple de partitions
associé. Si dp est tres paire (i.e. ¢ = I ou ¢ = II) alors clairement Op
est unique. Si dy n’est pas treés paire le résulat découle de la proposition
précédente, et du lemme 4.3 de [7].

O

11 existe une relation d’ordre (partiel) d’inclusion sur les (Zariski) adhé-
rences des Gp-orbites nilpotentes impaires. Soit D € D(m,2n), D' €
D(m,2n), on écrit que Op < Opr si Op est contenue dans 1'adhérence
de Zariski de Opy.

Il en existe aussi une sur 'ensemble D(m, 2n) (resp. D(m, 2n)ctiq). On
peut en trouver une définition dans [9]( resp. [2]).

Définition 3.4 ([9]). - Soit D € D(m,2n), on désigne par D le dia-
gramme gradué obtenu a partir de D en effagant la premiere colonne.
Soit k un entier supérieur ou égal & 1. On définit D*) par récurrence,
on pose D) = D et D®) .= pt—1),

— Soient D, D’ € D(m,2n), on a D < D' si pour k > 1, ng(D®) <
no(D'®)Y et ny(D®) < ny(D'®) ott ng(D) (resp . ni(D)) est le
nombre de 0 (resp. 1) dans D.

On note I'(m, 2n) le diagramme de Hasse de cet ordre sur D(m, 2n).

A partir de T'(m,2n) on construit un diagramme de Hasse A(m,2n)
sur D(m, 2n)etig (en suivant [2]) afin de prendre en compte le cas des
diagrammes D pour lesquels dy est une partition tres paire, et qui indexent
donc deux orbites différentes. Soient D, D’ € D(m,2n) deux diagrammes
différents, on note D — D', si D < D' et s’il n’existe pas D" € D(m,2n)
tel que D < D” < D'. Sila O(m) x SP(2n)-orbite paramétrée par D n’est
pas connexe on dit que D est instable (sinon il est dit stable).

Définition 3.5 ([2]). A(m,2n) est obtenu & partir de I'(m, 2n) en faisant
les modification suivantes :

(1) pour chaque paire (D, D’) telle que D — D’ et D ou D’ est in-
stable, on efface I’aréte entre D et D’.

(2) On remplace chaque noeud D par deux noeuds, D! et DM,

(3) On insere deux arétes pour chaque aréte effacée dans le point 1 de
la fagon suivante :
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— si D est stable et D’ instable : on joint D & D'I et & D',

— si D' est stable et D instable : on joint D! et DI & D,

— si D et D' sont tous deux instables : on joint DI & DI et DI 3
D'II.

Comme dans le cas des paires symétriques ([9], [2]) on a la proposition
suivante :

Proposition 3.6. Soient D et D' des diagrammes gradués étiquetés. On
a Op < Opr si et seulement si D < D' ou (<) a pour diagramme de Hasse
A(m,2n). On a donc Op =Up<p Op.

Démonstration. Le fait que, si Op C Ops alors D < D', est évident. La
démonstration de l'ordre sur les adhérences des O(m) x SP(2n)-orbites
est basée sur les résultats de [9], celle sur 'ordre des adhérences des Go-
orbites sur ceux de [2]. On rappelle en annexe les différentes notations
liées aux paires symétriques en suivant celles de [9].

Lemme 3.7. Soient D et D' deux diagrammes gradués tels que

— leurs premiéres colonnes coincident,

- D <D, ou < est l'ordre de la définition 3.4,

— D et D' indexent les orbites de type (DIII) ou (CI) (cf annexe).
Soient O(prrry,p et Opriry,pr (resp- Ocry,p et Ocry,pr) ces orbites. Dans

ce cas DWW et D' indezent deur O(m) x SP(2n)-orbites Opa) et Oy
et on a DU < D’“LS@' Oor1rn),p C Owrrn,p (resp- Occr,p C Occr),p')
on a alors Opay C Opyq)-

Démonstration. On adapte la démonstration du lemme 7 de [9]. Les rap-
pels de définition et de notation concernant les paires symétriques sont
donnés en annexe.

En effacant la premiere colonne de ces éléments indécomposables on re-
trouve les éléments indécomposables indexant les O(m) x SP(2n)-orbites.
On va démontrer le lemme pour les orbites de type (DIII), l'autre cas se
traitant de la méme facon.

Soient W = Wy @ W1, U = Uy @ Uy deux espaces vectoriels munis d’une
involution notée sy (resp. sy). On munit W d’une forme bilinéaire ortho-
gonale non dégénérée By on a : BWIWixWi est orthogonale, BWWV()XW1 et
BW|W1><W0 sont nulles. On munit U d’une forme bilinéaire orthosymplec-
tique non dégénérée notée By .
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On pose :
LW,U) := Hom(W,U), L~ (W,U) :={X € LW, U)/swXsy = —X}.

On définit Padjoint X* € L(U,V) de X par By(Xw,u) = By (w, X u)
pour (w,v) € W x V.

On note K(U) = O(m)xSP(2n), K(W) = O(W)NGL(Wy) x GL(W1),
p(W)={X € g(W)/0(X) = —X} (cf annexe).

On a alors : K(W) x K(U) agit sur L=(W,U) par (g,h)X = gXh~!.

En appliquant le lemme 11 ([9]) et les définitions données en annexe,
on peut définir deux morphismes :

pW) & L™ (W,U) 5 g1, m(X) = XX¥, p(X) = X*X.

On POSiM :ip_l(O(DIII),D’)v on a p(M) = 6(DIH),D’ gg]’ p206). De
méme 7(M) = Opiy. Puisque D < D" on a Oprrpy,p C Oprrr),pr- Or
on a Oprrr),pr = p(M). 11 existe donc Y € M tel que p(Y) € Oprrr),p-
On a, d’autre part, (o~ (O(prip),p)) = Opa) (lemme 14,(2),[9]). On en
déduit que 7(Y) € Opuy N7(M) c’est-a-dire 7(Y) € Opir). On a donc
OD(1) C 6D/(1)' O

En jouant sur le fait qu'on peut échanger le role des 0 et des 1 dans les
cas traités par [9], on remarque que tous les cas qui restent sont traités
dans la table v de [9].

Il reste & présent & démontrer que si D < D', ou < a pour diagramme
de Hasse A(m,2n), alors les G-orbites associées vérifient Op C Opy.

Pour cela on utilise les résultats de [2]. Soient D et D’ deux diagrammes
gradués instables tels que D’ < D dans I'(m, 2n). Si, pour tout D” tel que
D’ < D" < D, D" est instable, on dit que (D, D’) est une paire pure.

Lemme 3.8. Si (D, D’) est une paire pure alors dy = dj.

Démonstration. - On est dans le cas ou m = 2p.

Soit D un diagramme gradué tel que dy est tres paire.

On va démontrer le lemme en montrant qu’il est vrai pour les indécom-
posables. On vérifie facilement que les seuls indécomposables possibles
avec dy tres paire correspondent aux cas (3),(4),(5) de la proposition 2.3.
On traite en détail le cas (3), le raisonnement étant similaire pour les
autres cas.

On construit tous les diagrammes possibles D' < D tels que dfy < dp et
df, est tres paire.
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On peut les voir sur la figure 3.1.
Soit D” = (dy”,d1”) le diagramme formé
— d’un indécomposable correspondant au cas (5) obtenu a partir du cas
(3) en enlevant deux cases paires,
— de deux lignes paires de longueur 1.
Il est représenté sur la figure 3.1.
On vérifie aisément que dy” n’est pas trés paire et que D' < D” < D.

0 1 1 0
D
fe) 1 1 0
1
1
0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0
D
0 1 0 1 0 0
ou
0 1 0 1 1

Ficure 3.1.

On a donc montré que si, D’ < D avec djy et dy tres paires et djy < do,
alors la paire (D, D’) n’est pas pure. O
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o

1 o ‘ 1 ‘ o ‘ 1 ‘ o ‘ 1 ‘ 14
1 o 1
o 1 o 1 ‘ o ‘ 13

1 1
1 o 1 o 1 | o 1 o o
12 12

o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 ‘ o ‘ 1 ‘ o ‘
1 1 o

1 1 o

I I
o 1 o o 1 o 1 o 1
11
o 1 1 o 2 1 o 1

o o o
o
1 o
[¢] 1
/ 1 o 1
1 |o

o
o 1 o
1 o 1
o 1 o
1

1 o ‘ 1 ‘ =

N

=]

FiGure 3.2.
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Il suffit de montrer (Théoreme 3.7 [2]) que pour une paire pure (D, D’),
OprNOpr =0pir. Oron a:

OD/I UOD/H = OD/ C 6D = 5DI UaDII.

Si Opir C Opu alors, par continuité de #, on a kK(Opi) C kK(Opn), i.e.
Od(ﬂ,d; C Od617d17 ce qui n’est pas le cas. On adonc OprNOpr = Opr. O

On peut voir le diagramme de Hasse de I’ordre sur les Gg-orbites nilpo-
tentes impaires de o0sp(4,4) sur la figure 3.2 (les orbites sont représentées
par leurs diagrammes gradués étiquetés, on a aussi indiqué la dimension
des orbites que 1'on calculera dans la suite).

On s’intéresse a présent a 'application k. On décrit ses fibres au dessus
de chaque orbite paire. En utilisant la proposition 3.1 on obtient facilement
le lemme ci-dessous.

Lemme 3.9. Soit O) , une Go-orbite nilpotente de go

k1 (Ox,) = {Op € N1, D € D(m,2n) tel que dy = \,di = u}
Remarque 3.10. - La fibre est vide la plupart du temps car c’est le cas si
dans p il n’y a pas de part égale a \; — 1, \; ou A; + 1.

Lemme 3.11. Soient (A, 1) € Pym)etig X Pap(2n) telles que X et p com-
portent au plus une sous-partition en commun de la forme (k,k,k—1,k —
1), k> 1.

Il existe un unique diagramme gradué étiqueté mazimal D, gz ) VETI-
fiant (do,d1) = (\, ). On a k= 1(0,,) = Op
k1O, ) est irréductible.

. En d’autres termes
maz(A,p) ’

Démonstration. Supposons que A et i ne comportent pas de sous-partition
en commun de la forme (k, k,k— 1,k —1) avec k > 1. Pour que 1 (O, ;)
contienne plus d’une orbite il faut que dans A (resp. p) il y ait 2k (resp.
21) parts égales a 1. On remarque alors que si X est trés paire £~ (O )
ot i € {I,II'} ne contient quune orbite. On en déduit que si k~1(O, )
contient plusieurs orbites alors 'ordre sur ces orbites a pour diagramme
de Hasse I'(m,2n). Il suffit ensuite de montrer que D,45(» ) existe. Ceci
résulte du fait que I'ensemble Dy , = {D € D(m,2n)/(do,d1) = (A, 1)}
est totalement ordonné.

Soit Dyes (resp. Djng) le diagramme obtenu a partir de D € D), en
effacant toutes les lignes de longueur [ > 2 (resp. de longueur [ < 2). Tous
les D;jy,q sont les mémes pour D € D), ,.
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Les diagrammes D,..s; possibles sont dessinés sur la figure 3.3.

On a donc ng(Dg)s) = nl(D,(é)S) =m € Net ng(Dg)s) = nl(D,(i)S) =0
i.e. ensemble {D;s/D € D, ,} est totalement ordonné. Soit D,D’ €
Dy, on ang(D®) = ng(DF)) 4 no(DEL) = no(D )+ no(DE)) et done
soit D < D' soit D > D’.

Supposons que A et p comportent en commun une seule sous-partition
de la forme (k,k,k—1,k—1), k > 1. On peut construire deux diagrammes
gradués, I'un admettant comme sous-diagramme Dy = (2k, 2k, 2k —2, 2k —
2), lautre Dy = (2k — 1,2k — 1,2k — 1,2k — 1). On ne s’intéresse qu’a ces
sous-diagrammes les restes des deux diagrammes étant identiques. Pour
les comparer on efface les 2k — 2 premieres colonnes qui sont identiques.
Les deux diagrammes D§2k72) et D§2k72) restant sont ceux de la figure 3.3
d’une part avec p = 2,q = 0 d’autre part avec p = 0,q¢ = 1. On en déduit
que Diaz0,p) €Xiste. O

=3

=3

Ficure 3.3.

Remarque 3.12. Si X\ et p comportent deux sous-partitions communes de
la forme (k,k,k—1,k—1) et (,I,1—1,1—1), k > 1 et [ > 1, alors certains
diagrammes ne sont pas comparables. En effet, on construit les quatre
sous-diagrammes possibles Dy = (2k, 2k, 2k—2,2k—2,...,21,21,2]—2,2]—
2), Dy = (2k,2k,2k — 2,2k — 2,...,2l — 1,2l — 1,2l — 1,21l — 1), D3 =
(2k—1,2k—1,2k—1,2k—1,...,21,21,21 — 2,21 —2) et Dy = (2k — 1,2k —
1,2k—1,2k—1,...,21—1,21— 1,21 — 1,20 — 1). On vérifie facilement que
D5 et D3 ne sont pas comparables.

On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 3.13. Le cone nilpotent impair N1 de osp(m,2n) est irréduc-
tible.

Démonstration. D’apres la proposition 3.11, il suffit de donner tous les
diagrammes gradués étiquetés possibles paramétrant une orbite maximale
et de vérifier d’'une part que dans aucun des cas dg n’est trés paire d’autre
part que A et p comportent au plus une seule sous-partition commune
de la forme (k,k,k — 1,k — 1), k > 1. Les diagrammes gradués étiquetés
possibles sont décrits sur la figure 3.4.

3a |1 o‘ 0|1 4p+3

3h(>‘l‘ ‘1‘0‘4M

1
1
L i 2n-2p-2

2p-2n-]

4b01‘ ‘1‘0‘4:&1

FiGure 3.4.
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En effet, sauf dans le cas 4a, c’est un diagramme de forme "hook", dont
la ligne la plus longue est impaire et de longueur maximale et la colonne
est constituée de cases signées isolées en cardinal nécessaire pour complé-
ter. Dans le cas 4a il est formé de deux lignes impaires et d’une colonne
constituée de cases signées isolées en cardinal nécessaire pour compléter.

Il est évident que dans les cas ci-dessus A et u vérifient les hypotheses
de la proposition 4. O

On s’intéresse ensuite a la fibre au dessus d’un élément quelconque de
Np. Pour en donner la dimension, on a besoin de la dimension des orbites
nilpotentes impaires, que 'on trouve dans [7].

Proposition 3.14 ([7]). Soient D € D(m,2n) un diagramme gradué et
Op la O(m) x SP(2n)-orbite associée. On a

dim Op :1 dim x(Op) + dim Vy x dim V; — Ap),
2

Ap= Y PRI,
i=1 mod 2
P; (resp. I;) désignant le nombre de lignes paires (resp. impaires) de D de
longueur 1.

On remarque que, dans le cas ot m est pair, la O(m) x SP(2n)-orbite
paramétrée par un diagramme D tel que dy est une partition tres paire,
se décompose en deux composantes connexes de méme dimension.

On peut a présent donner la dimension d’une fibre de x au dessus d’un
élément :

Proposition 3.15. Soit X € Ny. Soit (A, 1t) € Pygm)etiq X Pep(2n) tel que
Xo € Oy et Dypaz(ru) € D(m,2n) tel que Op C K 1(Oxy). Ona
alors

maz(Au)

1
dimx (X)) = 5 (dim Oy, + dim Vo x dim V3 — Ap

maxz(\,p) )

Démonstration. D’apres la proposition 3.11 on sait qu’il existe une orbite
maximale dans £~ (0, ), notons-la Op
On regarde k : Op

maz ()’

mazo O) - Les fibres de ce morphisme sont
équidimensionnelles et on a dim k™1 (Xy) = dim O, , — dim Op Le

maz ()
résultat découle de la proposition précédente.
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On peut voir les dimensions des Gg-orbites nilpotentes impaires de
osp(4,4) sur la figure 3.2.

4. Sous-algeébres de Borel mixtes

Rappelons d’abord les choix de bases que nous avons faits pour Vj et
Vi
— Si dim(Vp) = 2p + 1, alors on choisit une base ey, ..., ez, telles que
B(ej,ej) = di2p—j, ce qui fait que les sous-espaces engendrés par
€0,---,€6p—1 €t ept1,..., e, sont totalement isotropes et en dualité,
le vecteur e, étant anisotrope.
— Si dim(Vp) = 2p, on choisit une base e},...,e5, t.q.
B(e;, €}) = dizp+1-j, ce qui fait que les sous-espaces engendrés par
€15 €p et ey, ..., ey, sont totalement isotropes et en dualité.
— On choisit une base fi,... fon, de Vi telle que B(fi, fj) = i 2n+1—;5 si
i < jet B(fi,fj) = —diant1—; si i > j. Les sous-espaces engendrés
par fi,..., fnet fnt1,-.., fon sont totalement isotropes et en dualité.
Soit bg la sous-algebre de Borel de gy qui préserve les drapeaux par-
tiels définis par les suites de générateurs :
- Sidim(Vp) =2p+1, e0,...,ep—1, f1,-- -, [,
— Sidim(Vo) = 2p, €}, ., €ep, f1,.- - fu-
Cette sous-algebre préserve bien entendu les drapeaux complets définis
par les bases choisies de V) et V7, mais elle est déja déterminée par les
vecteurs sus-mentionnés. En effet, on compléte le drapeau en passant aux

sous-espaces orthogonaux (on a < e, ...,ep—1 >1T=< eq,...,ep >,
<€l >t=<e, e > < f o o >TE< e >,
< floeeos fao1 >T=< f1,..., fuy1 >, et ainsi de suite).

On sait ([5], [8]) que les sous-algebres de Borel de g qui contiennent by
ne sont pas deux-a-deux conjuguées et que les classes de conjugaison sont
en correspondance avec les ordres sur les vecteurs eg,...,ep—1, f1,..., fn
(resp. €], ..., ey, f1,. .., fn) qui préservent I'ordre croissant sur les e; (resp.
e;) et les fj.

Dans [5], Kac choisit la sous-algebre de Borel correspondant a 'ordre
€0s--->€p—1, f1,. .-, fn (vesp. €1,...,€,, f1,..., fn) pour étudier la théorie
des représentations.
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En observant la forme des matrices de représentants des orbites nilpo-
tentes impaires, on constate que cette sous-algebre de Borel ne les ren-
contre pas toutes : elle ne rencontre que les orbites du cone autocommu-
tant.

Nous nous intéressons ici aux sous-algebres de Borel qui mélangent le
plus vecteurs pairs et impairs.

Définition 4.1. La sous-algebre de Borel mizte contenant by est définie
par 'ordre suivant sur les vecteurs :

e Cas 1) osp(2n+1,2n) : eg, f1,€1,- -, €n—1, fn-

e Cas 2) osp(2n,2n) : f1,€), fo... €1, fn,€h.

e Cas 3) 0sp(2p + 1,2n) avec

a) p<n:fi,.. 'afnfp7607fnfp+laela .- -aepflafn-
b) p>n: eanpfnaflaepfnJrla .- ~76’p717fn-

e Cas 4) osp(2p,2n) avec

a)p<n: fi,e s faopt1, €1, fuopras €y ooy fns €
b)yp>n: e’l,e;_n,fl,e;?_nﬂ,...,fn,e;,.

Pour toute sous-algebre de Borel by de gg, on construit de la méme
maniere une unique sous-algebre de Borel mixte de g contenant bg. On
notera B 'ensemble des sous-algebres mixtes de g.

Proposition 4.2. La sous-algébre de Borel mixte rencontre toutes les
orbites nilpotentes impaires.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.13 on sait qu’il n’existe qu'une or-
bite nilpotente maximale. Dans tous les cas le diagramme gradué étiqueté
qui lui correspond est décrit sur la figure 3.4. On vérifie que cette orbite
rencontre la sous-algebre de Borel mixte. On ne fait ici que le premier
cas les autres se traitant de la méme fagon. On le montre par récurrence
sur n. Soit (u,u*) un élément de Nj. De dy (et donc des connaissances
sur l'orbite nilpotente de 0(2n + 1)) on déduit que le noyau de u contient
un vecteur isotrope de Vj, que 'on note z. On considere ’hyperplan Hy
orthogonal & z dans Vj. On remarque que u(Hy) C Vj puisque Hy contient
x. Soit y un élément de V; orthogonal a u(Hy). Soit Hy Iespace vectoriel
orthogonal & y dans V.

On considere ensuite les espaces vectoriels

W() = H()/C:L’ and W1 = Hl/Cy.

On remarque que W = Wy & Wj est un espace vectoriel orthosymplec-
tique de dimension (2n — 1,2n — 2) et que u induit un élément nilpotent
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impair de osp(W) : on peut lui appliquer I'hypothése de récurrence. Et le
résultat en découle.
Pour conclure, on aura besoin du lemme connu suivant :

Lemme 4.3. Notons by la partie impaire d’une sous-algébre de Borel de
g. La réunion des orbites sous Gg qui rencontrent by est fermée dans g;.

Démonstration du lemme 4.5. Soit Gr la grassmannienne des sous-espaces
de dimension mn de g;. Pour toute sous-algebre de Borel, by est un élément
de Gr dont le stabilisateur dans SO(m) x Sp(2n) contient le sous-groupe
By de Gy d’algebre de Lie la partie paire de la sous-algebre de Borel choisie.
Son orbite dans Gr est donc Zariski-fermée. Soit I C Gr x g1 'ensemble
des couples (V,u) dans Gr x g; avec u € V.

On note p1,p2 les projections de I sur chaque facteur. La réunion des
orbites qui rencontrent by est

U p2(py ' (g-b1)).
geSO(m)xSp(2n)

Comme p; est continue et ps est propre, cet ensemble est bien Zariski-
fermé. O

La réunion des orbites nilpotentes impaires qui rencontrent by est donc
un fermé qui contient 'orbite nilpotente impaire maximale, d’otu le résul-
tat. U

5. Désingularisation du nilcéne impair des super algebres de
type osp(2n + 1,2n) et osp(2n,2n).

Nous commengons par traiter en détails le cas de osp(2n + 1, 2n).

On consideére que, grace a la forme orthosymplectique, les espaces 1} et
V1 sont identifiés avec leurs duaux.

Soit X = G/By la variété des drapeaux de la partie paire de g. On
note Ox le faisceau structural de X.

Notons

{0} =EyCE1C...CEypi1=W
le drapeau tautologique de Vp ® Ox et
{0}=FCF C...CF,=V

le drapeau tautologique de V; ® Ox.

321



C. GRUSON et S. LEIDWANGER

Soit
s - HOm(EiJrl, Fl) — HOTTL(EZ', Fz)
obtenue par restriction pour 1 < i < 2n et soit
Vi Hom(E;, F;_1) — Hom(E;, F)

obtenue par l'inclusion F;_1 C F;, 2 < i < 2n.
Soit x : ®;Hom(E;+1, F;) — @®;Hom(E;, F;) le morphisme dont la
matrice par blocs est

1 0 0o ... 0

-y P2 0O ... O
0 —vY3 @3 ... O
0 0 0 ... o

Alors x est surjective donc Kery définit un fibré au dessus de X. On
notera N ce fibré.

Proposition 5.1. Le fibré N\ au dessus de la variété de drapeauz X est
une désingularisation du nilcone impair N1 de g

Démonstration. On a un morphisme f ‘N, — g1. Soit U l'ouvert de M
tel que : si une collection (uy, ... us,) d’homomorphismes u; : E;y1 — F;
est un élément de ./\71, (ug,...uz,) € U si et seulement si chaque u; est
surjectif. On a f(uq,...u2,) = U2, € g1.

Montrons que ua, € N7 : u; est la restriction de ug, & Es. Sa restriction
a FE7 est nulle. Donc le noyau de uo, contient Ej et lui est donc égal
puisque ua), est une application surjective. Le morphisme u3,, a pour image
Ei = E», puique, pour tout élément g € g1, (Kerg)t = Img*. Or ua,
envoie Fy, dans F5,_ 1, on reproduit le raisonnement en remplacant 1
par Ea,/E; et Vi par Fy,_1/F1 : on se retrouve avec la méme situation
pour osp(2n — 1,2n — 2). On procede par récurrence : on vérifie que les
choses marchent pour osp(3,2), ol on a la situation suivante :

les drapeaux sont

EoCE1CE2CE3,F0CF1CFQ

et on a :
KeT”LLQ = El, Imu2 = FQ, UQ‘EZ : E2 — Fl.
D’autre part, uj : [y — Eoy = Ef-.
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Donc ug o u3 va de Fy dans Fj. Or “3\1?1 va de F1 dans F4 ce qui fait
que us oug oud va de Iy dans Eq, et E) est le noyau de ug ce qui fait que
(uz o u3)? = 0, donc (ug,u}) est un élément du nilcone Nj.

Le morphisme f est un isomorphisme de U sur l'ouvert S de N formé
des éléments surjectifs : si (u,u*) € S, dim Keru = 1, donc dim Ker(u*o
u) = 1 la suite des noyaux itérés des puissances de u* ou forme un drapeau
complet et est donc un élément de U. O

Remarque 5.2. On peut réinterpréter Nj comme suit :
./\71 ={(b,z) € By x M,z € b}.

Théoréme 5.3. Le fibré vectoriel N1 = {(b,z) € By x N1,z € b} au
dessus de Go/ By est une désingularisation de N1 pour osp(2n + 1,2n) et
0sp(2n,2n).

Démonstration. Supposons que g = osp(2n + 1,2n). Soit Op,,,, la grosse
orbite. Soit U = {By; x Op,,..}. Cest un ouvert de Nj.

Soit z = (u,v) € Op,,,.- Montrons qu’on peut lui associer un drapeau
complet (W;) correspondant & une sous-algebre de Borel mixte.

On utilise le diagramme indexant l'orbite maximale de N7 (et donc la
description des noyaux de = € Op,,,. qu'’il contient).

On pose :

— pour i de 1 & n+1, Wy = ker(z")y, & ker(z™1)y,,

— pour j de 1 & n, Waj = ker(z?).

D’apres le diagramme de Op,,,, on remarque que dim Wy;_1 =i+17—1
de méme dim Wo; = dim ker(z27) = 2j.

De plus on a W; NV = EL%J’ W, NV = FL%J’ ((El),(F])) e X.
On obtient donc que (W;) est un drapeau complet correspondant & une
sous-algebre de Borel mixte de osp(2n + 1,2n).

Supposons a présent que g = osp(2n,2n). Soit Op,,,. la grosse orbite.
Soit U = {Bas x Op,,..}. C’est un ouvert de M.

Soit z = (u,v) € Op,,,.- Montrons qu’on peut lui associer un drapeau
complet (W;).

On sait que pour 0(2n), Apez = (2n—1,1). On en déduit qu’il existe un
vecteur « € V{y anisotrope tel que o € kerz. Soit VO/ = W|<a>- On pose :

— pour i de 1 a n,

Wai—1 = ker(mi)m @ ker(zh)

|V0/’ W% = ker(ml)KVO,EBVl)’
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— pour i den+1 a 2n,
Wai_1 = ker(xifl)% <) k:er(:c"*l)m, Wo; = ker(aci)wl @ ker(azifl)%.
OnaW,NVy = EL%J’ wW,nV = FLMJ' Comme ci-dessus on vérifie
2

aisément que ce drapeau est complet. Et donc (W;) est bien un drapeau

complet correspondant & une sous-algebre de Borel mixte de osp(2n,2n).
O

Remarques 5.4. — On voit que cet énoncé est un analogue de la désin-
gularisation de Springer pour le cone nilpotent classique : si on note
No = {(bo,z) € X x Np,x € bg)}, qui est le fibré cotangent & la va-
riété des drapeaux X, f\fo est une désingularisation du cone nilpotent
pair Np.

— Dans les cas ou les rangs des deux composantes de la partie paire
different, cette construction ne permet pas de reconstituer un drapeau
complet de Vy @ Vi car tout élément nilpotent de ’orbite maximale
a un noyau de dimension au moins 2.

Corollaire 5.5. L’application g : Ny — Ny définie par g((b, (u, u*))) =
(bo, (u* ou,uou*)) est un morphisme compatible avec k.

Démonstration. Il suffit juste de montrer que le diagramme suivant com-
mute :

N —= Ny

-k

Ny —— Np
Ce qui est évident car par construction on a my(g((b, (u,u*))) = (u* o
u,uou*) et k((mi(b, (u,u*))) = (u* ou,uou"). O

6. Annexe

Dans cette partie on rappelle quelques notions et notations (voir [9])
sur les paires symétriques classiques, nécessaires a la démonstration de
I’ordre sur les adhérences de Zariski des orbites nilpotentes impaires.

Soit G un groupe algébrique réductif d’algebre de Lie g et 6 une invo-
lution de G. On note aussi # I'involution induite sur g. Soit g = €+ p la
décompostion de Cartan de g par rapport a 6. On note (g, £) la paire symé-
trique définie par (G, 6). Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie,
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s une involution sur V. On munit V d’une forme bilinéaire non dégénérée
f-invariante. On pose G(V) := {g € GL(V)/g* = g7 '}, K(V) := {g €
G(V)/0(g) = g}, (V) = LieK(V), p(V) = {X € g(V)/0(X) = —X}.
(g(V),8(V)) est une paire symétrique.

Les paires symétriques qui nous intéressent sont celles de type

(DIII) c’est-a-dire (o(2n,C, gl(n, C))
et de type
(CI) c’est-a-dire (sp(2n,C), gl(n,C)).

Les diagrammes indécomposables qui parametrent les K (V')-orbites nil-
potentes dans p(V') sont les suivants. Pour le type (DIII) :

— deux lignes impaires de longueur [/ paire,

— deux lignes paires de longueur [ paire,

— deux lignes, I'une paire I’autre impaire de longueur [ impaire.

Pour le type (CI) :

— une ligne impaire de longueur paire,

— une ligne paire de longueur paire,

— deux lignes impaires de longueur ! impaire.
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