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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 17, 401-424 (2010)

Stabilisation polynomiale et analytique de
I’équation des ondes sur un rectangle

AMMAR MOULAHI
SALSABIL NOUIRA

Résumé

On considere I’équation des ondes sur un rectangle avec un feedback de type
Dirichlet. On se place dans le cas ou la condition de controle géométrique n’est pas
satisfaite (BLR Condition), ce qui implique qu’on n’a pas stabilité exponentielle
dans l'espace d’énérgie. On prouve qu’on peut trouver un sous espace de ’espace
d’énergie tel qu'on a stabilité exponentielle. De plus, on montre un résultat de
décroissance polynomiale pour toute donnée initiale réguliére.

Polynomial and analytic stabilization of a wave equation

Abstract

the wave equation on a rectangle surface with feedback, that does not satisfy
the classical geometric control condition BLR. We prove an exponential stability
result for some subspace of the energy space. Moreover, we give a polynomial
stability result for all regular initial data.

1. Introduction et résultat principal

Soient = (0,am) x (0,br), avec a, b > 0; Ty = {0} x (0,bnm) et

I't = 092\ I'p. On considere I’équation des ondes avec conditions aux
limites dissipatives.

O2u— Au =0 dans Q x (0, +o00),

u= %(G[ﬁtu]) sur 'y x (0, 400),

(1.1)

u=20 sur I'1 x (0, 400),
u(x,0) = u0(z), Ou(z,0) = u'(x) dans Q,

Mots-clés : Stabilisation, équations des ondes, inégalités d’observabilité, basses et
hautes fréquences, décroissance polynomiale.

Classification math. : 35B40, 35L05, 34H05, 34H15, 93D15.
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A. MouLAHI et S. NOUIRA

ot G = (A1 HY(Q) — H}(Q) et v = v(z) désigne le vecteur
normal unitaire sortant.

Pour u = (u’,u') € Ey = L%(Q) x H~1(Q), il existe une unique solution
u de (1.1)

u € C((0,+00), L2(R2)) N C((0, +00), HH()).

De plus, u(t) satisfait 'estimation de l’énergie pour tout ¢t > 0,

/ /F [G(9u/ds)]|?

l/
1
B(t) = 5 (a2 + 19u)]li-1(0)) -

On considere le probléme conservatif associé a (1.1)

dlods (1.2)

avec

02¢p — Ap =0 dans Q x (0, +00),
¢=0 sur 02 x (0, +00), (1.3)
#(z,0) = u®(z), Oyp(x,0) = ul(x) dans Q.

Ammari-Tucsnak [6] et Ammari [3] ont montré ’équivalence entre le pro-
bleme de stabilité exponentielle et 'inégalité d’observabilité exacte :

| 9[G (@) ||
ov L2(Ty)
On note par St I’ensemble suivant :

Sr={u€ Ey/(¢,0:¢) satisfait (1.4)}.

Il est clair que la condition de controle géométrique n’est pas satisfaite
(voir [7] et [9]) ce qui implique que 'espace St est strictement inclu dans
'espace d’énergie L? x H1.

La question de controlabilité analytique a été bien étudiée et on peut
citer tout particulierement [1, 2, 11, 10, 13] ou ils ont montré des résultats
permettant d’avoir des renseignements sur ’espace des données control-
lables, soit dans le cas des géométries particulieres, soit sous des hypo-
theses plus générales. Plus tard, [3]-[5] et [8] ont étudié la stabilisation de
I’équation des ondes dans le cas des géométries particulieres.

Le but de cet article est d’étudier la stabilisation analytique de I’équa-
tion des ondes, sur un rectangle, par I'intermédiaire d’un feedback de type
Dirichlet.

3T, C > 0 tuq. / dt> Clully, YueF. (14)
0
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STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE

Le plan de cet article est comme ainsi. Dans la Section 2, on déter-
mine quelques résultats d’observabilité a hautes et a basses fréquences.
Dans la Section 3 on donne quelques notions de stabilisation des systemes
d’évolution. Dans les Sections 4 et 5, on donne les preuves des résultats
principaux.

Pour a € R*% , on introduit les espaces suivants :

k
X0, = Z ap e " sin(—x)sin(%)/(ank) e’y
(n,k)EN* xN* a
k n
Xiq:= Z an e " sin(—m) sin(%)/& e’y

2 2
(n,k) EN* X N* a L 4k
Xa = XO,a X Xl,a-
On remarque que si o’ > «, alors X, C X, et que Xg = Ey. On peut
aussi remarquer que tous les éléments de X, sont prolongeables par holo-
morphie dans la bande complexe |[Imy| < ba. Inversement, si une fonction

kx n

u(z,y) = Z sin(—)sin(—y) de I'espace L?(Q)) est prolongeable
a b

(n,k)EN* xN*
par holomorphie dans la bande complexe [Imy| < ba+ ¢ pour € > 0, alors
on peut prouver qu’elle est dans X 4.
Pour donner une caractérisation de l’espace St, on introduit :
ag(T) =inf{a e Ry; X, C Sr}.

On a donc le premier résultat principal :

Théoréme 1.1. (1) Pour tout § > 0, il existe une constante Cs > 0
telle que pour tout T > Tg = 2w\ a? + b2,
Cs
as(T) < 3mis
(2) Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout T > Tg,
c
7> <.

(3) Pour a > ag(T) il existe deux constantes v, etc > 0 telles que
pour tout t > 0,

E(t) <ce ™E(0), Yu € X,.
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A. MouLAHI et S. NOUIRA

Remarque 1.2. La premiére assertion du théoréme précédent implique que
toute donnée initiale analytique est dans un certain St pour T suffisament
grand, i.e., toute donnée initiale dont les coefficients de Fourier décroissent

en y comme e~ " est dans Sy, si T est plus grand que T'(a) = '/ %.

Comme le systéme décrit par (1.1) n’est pas exponentiellement stable
dans l'espace d’énergie Fj, on a alors le résultat de décroissance polyno-
miale, pour toute donnée initiale réguliére, suivant :

Théoréme 1.3. Le systéeme décrit par (1.1) est polynomialement stable
dans

D(A) = { (u,v) € H'(Q) x LX(Q); ujpo = D, [G)] 1r, }

i.e. il existe une constante C > 0 telle que pour tout (u°,u') € D(A) on
a:
C
Et) < —
1+¢

1, u)[Bay, VE = 0.

2. Inégalités d’observabilité

Dans cette section on va donner les inégalités d’observabilité a hautes et
a basses fréquences concernant les solutions du systéme (1.3) (qui sont de
méme type que ceux dans [12]) et déterminer explicitement les constantes
qui interviennent dans ces inégalités en fonction de la fréquence de cou-
pure.

On considere alors la décomposition de I'espace des données initiales
suivante :

; kx nx
Définition 2.1. Soit u = Z afuk sin(;) sin(j) une donnée
TL,kGN* ]:1’2

initiale dans Ey. On pose

ueEf sim#n = a‘in,k:O,

i 2
uwe B si k>&n = a), =0,
2) . 2 ~
QGE(()) si k<izn = ajn’kzo,

ue B = BV nEp;i=(1,2).
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STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE
On peut donc réecrire ’espace Fjy sous la forme :
1n 2.n
b~ (@a)e (@),
n n

u o= utur= ) (u+ud).
n € N*

2 k n
1 )
nk = ( ab7r2 Sln( ) Sln( by)7 0) )
+ kj sin( sin( n )
O\ g\ by

La suite (el ,, €2 ,) forme une base Hilbertienne de Ej.
Pour tout n € N*, si on restreint les données initiales dans Eff, alors on
a 'inégalité d’observabilité

Soit

2

lull%, < C(n,T) H(W

ov

. (2.1)
L2(Tox(0,T))
Comme ’hypothese de controle géométrique de C. Bardos, G. Lebeau et J.
Rauch [7] n’est pas satisfaite, alors la constante C'(n,T') n’est pas unifor-
mément bornée en n. Pour ceci, on utilise la décomposition précédente : les
basses fréquences pour lesquelles C'(n, T') tend vers I'infini quand n — +oo
et les hautes fréquences pour lesquelles on a le contrdle géométrique.

Proposition 2.2. (basses fréquences). Pour tout € > 0 et § > 0 il existe
un temps Ti(€,0) < % et une constante Cc s tels que pour tout entier

non nul n et pour toute donnée initiale uw € E{, la solution du probléeme
(1.3) vérifie

12, <o 2b6n br (T1(€9)
|u'[|E, < Cese

—T1(e,0)

2

) dt dy.

(0,9,t)

Preuve :

Comme le gap entre les fréquences tend vers zéro, dans le cas des basses
fréquences, les inégalités de type Ingham n’auront pas lieu dans la preuve
de cette proposition. L’idée donc d’apres Allibert [1] est de construire une
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A. MouLAHI et S. NOUIRA

suite des fonctions notée h*™, & support compact tels que pour tout j # k,
k,n : +it \/ %"‘]*2
h™(t) est orthogonale aux fonctions propres e b% et

Lemme 2.3. Pour tout entier impair q et pour tout € > 0, il existe T1(q, €)

g+1
plus petit que qug—q tels que pour tout couple (n, ko) € N* x N*, on peut
trouver une fonction hf}g” € L? qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) Supp(h]:?qm) - [_TI(Q>€)7TI(Q7 6)]
(2) [|hken]| 2 < C e2hem,

it o2 B2
(3) Sik # ko, [BRon(t)e V7 7 g — 0,

(4) Si (n,ko) € T = {(k,n) € N* x N*/k < %n},
k2
/hko’ T g

Les constantes dépendent uniquement de q et €. De plus, il est possible
de choisir hko’" paire ou impaire, qu’on la note h’gg;]; dans le cas paire et

hk(”” dans le cas impaire.

Maintenant, soit n € N* et u € Ejf, on pose

_ 1 1 2 2
u= Z an,ken,k + an,ken,k'
kSZ—;n

On obtient

[ 2 k
¢(5177y7t) = Z %ai,k sin E.’IZ’SiH %yCOS)\n’kt

k<%n
[ 2 k n
2 . . .
+ 14/ — A ka; . Sin —z sin —ysin A, i t.
abr”RTE S by "
Donc,

>92
0G(¢') \/7 Ay
Or (0,y,1 Z b Mok sin A, kt—l—ankcos An it

k<a2n
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STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE

On note par K l'opérateur défini par

K E0—>L2( )
u— A8 (0,4, 1).

Pour (ko,n) € N* x N* tel que ko < Z—; net L € N*, ona

k
/heg:q (Z an kenk +an k€n k) dt

k<L

L .n 1 k k —idn gt A st
_ h 0,M1 t 1Ak __ ptAn k dt
et VDI e KACLC )

+ap - / hetig (£)(eP ! = Ank)dt.

Comme hko’ est paire, on déduit que

ko, 11 2 2
[ o (3 ekt aacty ) i

k<L
Z Vab za/\ ksm /hl;?q Mn,ktdt’

1<k<LL

Si L > ko, alors de (3) du Lemme 2.3, on obtient

[ [ X ab el plw ) + e i) | @

k<L
ko % 1 n hk‘on i td
=——)a sin(— H(t)et kot dt.
o o S (5w) [ ()
Ainsi, comme (n, ko) € I alors d’apres la propriété (4) du lemme précédent,
on a

1
c Opp . N
‘/hle?,’q (§ :ai,k‘f#,k +an,k6’121,k) dt| > N, | = ||s1n(5y)|.

k<L 7 Anko
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A. MouLAHI et S. NOUIRA

Si L tend vers l'infini, on trouve

1
a
ﬂ@mﬁw

n,ko

n ko, 11 2 2
4 /heg’q (Z Uy 1ok +an7ken7kdt) . (22)
De méme on montre que
1 ko,n
|an kOHSID( )| < ’I’L hoe,q Z an kenk +an ken kdt :
k<L
En utilisant la propriété (2) du Lemme 2.3 ainsi que (1), on trouve

2 (Ng+1) Tilge) 2
2 < on?WNa 6”/ / | Ku|*dtdy,
Tl qﬂe)

|an ko

2<C 2Nq 21671 Tl q7 K 2dd
|z o |* < Cn*Mae?s ! ul” dtdy.

Or,
[l %y = lap xl? + laz kI,
on obtient donc

Tl q»

||UH < C'n (2Nq+1) 21 pen |Ku|2 dtdy,
Eo T (g
194,

avec T1(q,¢) < C 51 = ?ﬁa et 6 — 0" quand ¢ — +o00, ce qui détermine
la preuve de la Propos1t10n 2.2. [l

Lemme 2.4. (Hautes fréquences) Pour tout Th > 2mwv/a? + b2, il existe
une constante C, > 0 telle que pour tout entier n > 0 et toute donnée

initiale u dans E2’n la solution du pmbléme (1.3) satisfait

br To a ¢
el <om [ [ 2

Preuve. Pour u € E(g2), ¢(x,y,t) s’éerit

2
————(0,y,t)| dtdy.

n
d(,y,t Z Qn, k Sln %2 sin by etk

k’>b2n
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STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE

2 2
avec A, = 1/ ];—2 + 3z Comme

2
T > 27 a? + b2 > il

. (k+1)2 n? \/kQ n2 7
£ w4
k;{%n (\/ PEAR 2z

en utilisant I'inégalité d’Ingham [16], on obtient
2

br (T2 1 9]G(0)] abmw (T2 ik ank i
———=(0,y,t)| dtdy = — T oiAnkt g |?
L S 0| didy > 5 / 3 e
>‘;2n
an.k 9
>C :
Z“Ty ZQ ’)\n7k‘

Ceci implique que
b plTs
b

2

WO 0 y.0)| dtay > Ol

O

3. Quleques notions de stabilisation des systémes d’évolu-
tion

Soit H un espace de Hilbert muni de la norme ||.||z, et soit 'opérateur
auto-adjoint strictement positif A; : D(A;) — H, et de résolvante com-
pacte. Pour a@ > 0, on introduit l'espace de Hilbert H, = D(AY{), avec
la norme ||z]|o = ||A$2| m, et on note par H_, l'espace dual de 'espace
H,, pour a > 0 : H_, = H}. On note encore par A; l'extension (ou la
restriction) sur H,, de 'opérateur A;, on a donc

A :H,— H,_ 1 Vacec R, (31)

ou A 'opérateur non borné de H.
Introduisons, maintenant ’opérateur linéaire continu By: U — H_1,
2

avec U un autre espace de Hilbert identifié & son dual.
On considere le systeme suivant, décrit par

w(t) + Ajw(t) + Biy(t) =0, w(0) =wp, w(0)=wi,t € [0,00), (3.2)
y(t) = Biw(t), t € [0,00). (3.3)
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A. MOULAHI et S. NOUIRA
Le systeme (3.2)-(3.3) est bien posé :
Pour (wp, w;) € H% x H, le probleme (3.2)-(3.3) admet une unique solution
w € C([0,00); Hy) N C'([0,00); H)

telle que Biw(-) € H(0,T;U). De plus, w satisfait ’estimation de 1’éner-
gie, pour tout ¢t > 0

d _, 2
1 (wo, wi) 7, o — I (w(t), (), S B1w(s) (3-4)
2 2 U
De (3.4) on remarque que 'application ¢ — ||(w(t),w(t))|%, g est dé-
croissante. ’
On considere le probleme conservatif associé a (3.2)-(3.3) :
$(t) + Arp(t) = 0, (3.5)
©(0) = wo, ¢(0) = w;. (3.6)

On sait bien que (3.5)-(3.6) est bien posé dans Hy x Hi1 et dans H1 x H.
2 2
On considere, maintenant ’opérateur linéaire non borné

0 I
Ad.D(Ad)eHéxH,Ad:(_Al —B1B’f)’ (3.7)

ou

D(Aq) = {(u,v) € Hy x H, Ayu+BiBjv € H,v e H,y .

Le résultat ci-dessous, voir [6], montre que sous une certaine hypothese de
régularité, la stabilité exponentielle est équivalente a une inégalité d’ob-
servabilité forte et que la stabilité polynomiale est une conséquence de
I'inégalité d’observabilité faible. Plus précisement, on a :

Théoréme 3.1 (Ammari-Tucsnak [6]). On suppose que pour v > 0 on a

s HABl A2T + Ay) 1BlHE(U < o0. (3.8)

Alors les assertions suivantes, sont vérifiées :

(1) Il existe deux constante C,§ > 0 telles que pour tout t > 0 et pour
tout (W, w') € Hi x H, on a
2

H(w(t)7w(t))”H%><H§CG &H(w w )HH1><H’
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STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE

st et seulement si il existe T, C > 0 tels que : ¥V (wp,w1) € Hy X H1,
2
on a

HBikgo/(t)HL?(O,T;U) >C H(wo’wl)HHl xH > (3.9)
2

avec ¢(t) est la solution du systéme (3.5)-(5.6).
(2) S’il existe T,C > 0 et a > —% tels que : ¥V (wg,w1) € Hy X H%,
on a

HBTQPI(t)Hm(O,T;U) >C H(w07w1)HH_a><H_Q_% ) (3.10)

avec ¢(t) est la solution de (3.5)-(3.6).
Alors il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout t > 0 et
pour tout (w®,wl) € D(Ayq), on a

Cq

1w (®), WOy xrr < —————[l(w’, wh)llp(ay- (3.11)
2 (1+1¢)Ta+2

4. Démonstration du Théoréme 1.1

4.1. Majoration de ag(T) :

Dans cette partie on montre la premiere assertion du Théoréme 1.1,
pour ceci on a besoin du lemme suivant inspiré de [14] (voir aussi [4]), qui
permet de caractériser I’'espace St.

Lemme 4.1. Soit v € Ey, alors v € St si et seulement si il existe une
constante C, > 0 telle que pour toute donnée initiale u = (u°,u') € Ey,
la solution w du probléme (1.3) satisfait

|G (dyu)]
ov

L2(Tox(0,T))

|<@a U>Eo| > Cy

(1)

On choisit donc 4, € > 0 et on prend v € G¢. On peut écrire

v(,y) = Y e v (x,y),
neN*
avec v"(x,y) = V"(x) sin(n%) et (|v"||g,), € 12(N*).
Soit T'(e,6) = sup (Ti(e,6),2mva? + b2). Comme T (e, 6) < 535’ pour

e suffisamment petit, alors T'(¢,0) < el%
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A. MouLAHI et S. NOUIRA

Pour tout u € Ey et v = (0,v), on a

(w, 0) | = | D (™ P u™, 0" iy -
neN*
Donc
w0 ol < D e (|| g 0" | o (4.1)

neN*
Comme Vn € N*, et Vu" € Eff, on a

laall Ty = Il 1, + 22?1, -

Alors, par la Proposition 2.2 et le Lemme 2.4

on b rTi(e€,0)
Jully, < Cope?® [ [
Ti(e,9)

b (&,0)
‘+(3T]/ ‘/

3tu)]

8tu)]

2
(0,y,t)| dtdy

37:“ O[G(Opu?)]

2
————>(0,y,t)| dtdy.

Par suite

, b rT(€,0)
Jully, < CLoe?® [ [
T (e,0)

wT/“/

2
dtdy

————(0,y,t)

2
(0 y,t)| didy

br (T(e9) | HIG U’l)]
+/0 /0 —a, (O.u.t)

2
dtdy.

Ce qui implique

5 , br (e,9)
Jul, < CLpe® / [

o [ [ oy

Ainsi, la Proposition 2.2 entraine que

2 <.CW ; b
ullz, < Ccse

412
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](O,y,t) dt dy+

2
dtdy + C'||u'||%,-

2

] dtdy.

(0,9,t)




STABILISATION POLYNOMIALE ET ANALYTIQUE

Si on remplace cette inégalité dans (4.1), on trouve

[{w, v) B, | <

W“/“
Jz/ﬁ“é

neN*
> [Ve(@)sin(zy)le,
neN*

“n/ %)l " dtdy HV"(m) sin(Zy)‘

(0,y,t)

nGN* Eo

2

8“ /at)] dtdy

————(0,y,1)

[ 2lGw™)]

< 1
Ce, ov

L2(Tox(0,2T'(¢,0)) .

4.2. Minoration de ag(T) :

Dans cette section, on reprend la démonstration du Théoréme 1.2 dans
[1] avec des modifications techniques liées a la géométrie du domaine.
Pour ceci, on utilise le fait que I'espace des données stabilisables S7 est
contenu dans l’espace des données controllables qu’on notera Frp. Donc,
on va caractériser les espaces X, et Fr par ses images par I'opérateur B
introduit par Lebeau dans [13],

Bf(x,y) = /ez‘(%-él—l-%&z)f(f)e—lﬂdg

avec [£| = 51 + §2

On cherche alors l’espace Fr des données initiales (u1(z), Oyu1)/t—o pour
lesquelles il existe une fonction g € L?(Tg) telle que la solution du pro-
bléme

U = gXTy, (4.2)

{ 8t2u1 — Auq =0, Q x (0, +00),
(u1, Opur) /=0 = wy

satisfait
(u1,0pu1) /=1 =0

Avant d’utiliser 'operateur B, on prolonge les solutions obtenues sur R?
suivant les directions x, y.
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Soit up la solution du probléeme précédent, on prolonge cette solution
par antisymétrie en = € [0, 2an] et en y € [0, 2bx] en posant

UQ(C”r + w??/?t) = —UQ(CLTF - xay7t)a UQ($,b7T +y7t) = —Uz((E,bW - yvt)'

On note par g le prolongement antisymétrique sur [0, 2bx]. On a alors le
systeéme suivant :

{ D?us — Aug = 0, (0,2am) x (0,2bm) x (0,400),

u/w—0 = 9(y,t), ua/s=2ar = —g(y,t), (4.3)
(u2, Opug)/i=r = 0.

Enfin, on peut prendre ’extension périodique de ug en x € R, notée Pu.
Pu satisfait alors :

{ O2v — Av = (296, _y) * (3 Sp—oakn), avec g & support dans [0,T]

(’U, at’l))/t>T =0.
(4.4)

Notons Fr I'espace engendré par (v, 0;v)4— ol g est une distrubition sur
R a support dans [0, 7] et 2bm-périodique.
Tout élément de Fp est un couple de fonctions qu’on les prolonge par
antisymétrie et par périodicité comme ci-dessus. Ces fonctions rendues
antisymétriques et périodiques sont contenues dans 'espace Fp. Alors
Fr C Fr et PFp C Fr.

Notons que pour 3 > 0 les séries de Fourier des fonctions dans X3 sont
formellement les mémes pour les fonctions prolongées par antisymétrie et
par périodicité. On obtient donc

as(T) > ac(T) =inf {a e Ry ; X, C Fr}.

On définit le domaine &, C C? (indépendant de la partie réelle de ses
variables), par :

—ba < Imy < ba et |[Imz| <1
(z,y) € Ey & { ba <Imy < ba+ 1 et (Imy — ba)? + [Imz|? < 1
b—1la < Imy < —ba et (Imy + ba)? + [Imz|? < 1.

On note R? 3 (x,y) € RE, si (ix,iy) € E,.
On énonce, maintenant les deux lemmes joueant un réle crucial dans la
preuve de la minoration de l'analyticité ag(T).

Lemme 4.2. Pour tout nombre réel a et tout couple (xo,yo) dans R? il
existe une fonction v dans Xo o telle que Bv € &, et
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Bv n’a pas de prolongement holomorphe en (zg,yo + i(ba + 1)).

Lemme 4.3. Pour tout T > 0, il existe un ouvert Qp de C? connexe et
contenant & sur lequel toute fonction de Bf se prolonge en une fonction
holomorphe.

Pour e €]0,1], ce domaine contient les points (am,y1 — i€) avec :

1
5 1
ylzi\g 1—T2+a27r2+\/(T2—1—a27r2)2+4T2 ’

De ces deux lemmes, on déduit la minoration de ag(T).

En effet, soit € > 0. Posons  := §(Imy; — 1 —¢). Soit v la fonction de
Xo,3 donnée par le Lemme 4.2 pour x¢ = ar et yy = 0. Cette fonction n’a
pas de prolongement holomorphe en (am,y; — i€). Or, le Lemme 4.3 nous
assure que toute fonction de B f se prolonge en ce point pour 0 < e < 1.
Donc (v,0) ¢ Fr. Par suite Xg ¢ Fr. En faisant tendre e vers 0, on
obtient

OCS(T)>—1 “+ a“m

_\/i{ T2 4 22
2b

N|=

+ \/T4 +2(1 —a?7?)T? + (1 + a27r2)2] -

4.2.1. Démonstration du Lemme 4.2

Pour la démonstration de ce lemme on a besoin de quelques résultats
techniques qu’on va les donner avec leurs démonstrations.

Pour (z9,v0) € R?, soit ¢q(n, k) := Y0 + g:vo — Z—; + 2—; — am.

Lemme 4.4. Pour tout réel a > 0, pour tout B < 1, pour chaque 0 < a <

o/, et pour tout couple (xo,y0) € RéEpa tq |xo| < B, il existe une constante

Ca—ar,p > 0 telle que

V(n,k:) N*2 ¢Ot(n k < —Co- a’ﬁ\/
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En effet,
n
da(n, k) =50 + ~20 =\ 3 + 5 an

[T (7)),
b xo

. Donc, si on écrit

k> (‘Tay) ERgba’v
lz| < B, €nr €SN{n>0}},

ISEESSHIN]

Or, (z0,%0) € R et |zo| <
)-

ml,i

Cor o g =sup{(y —ba,z

on obtient
Clrop <l
Alors
n? k2
¢O¢(n7 k) < _Ca—a’,ﬂ 1)72 + ﬁ’

ot Co—p=1-0C/_ o G

Lemme 4.5. V j € {0,1}, V a > 0,
B(Xj,a) C O(gba)'

Démonsration. Pour
ind+ikZ—an
y) = Z Qp €0 a er,av

n,k>0
on a
yr L_ 21 — LQ ﬁ
Bf(xr‘i‘ixiyyr‘i'iyz Z Qn, k€ R RS
n,k>0
2 .2

k——n L _am—y [ B B L, L.

Or, e b 2T aZ < e®a(nk) Donc le lemme précédent indique

que B f est définie par une série exponentiellement décroissante qui permet

de voir le prolongement de B f et qui définit une fonction analytique.
On a donc démontré que pour toute fonction v € X, Bv C O(Eq)?.

Pour démontrer le Lemme 4.2, il nous reste donc a construire une fonc-
tion qui n’est pas holomorphe en (xg, yo + ¢(bar 4+ 1)), donnée par le lemme

suivant :
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Lemme 4.6. Pour tout réel o > 0 et pour tout couple (z,y) dans R?, il
existe une fonction v € Xo o tq

Bv n’a pas de prolongement holomorphe en (zo,yo + i(ba + 1)).

Démonstration. Soit v € S’(R?), définie par
L —alnl it (@—a0) i (
V= — e 0 e Y= yO)
ngz* |nk|
v E X(),a.

Calculons l'expression de Bv sur &, (qui existe d’apres le Lemme 4.5).
Bv(x, 4 iz, yr + iys)

. . . 2 2
- 1 iG@r—a0)+i§ (r—yo)=kT —nf =/ + Gz —alnl
n,keL* [nk|

Dongc, en temps que fonction holomorphe sur &,,

]{7 . Ly
f = @B’U = —7712 & COS (a(fﬂr — x()) + Zka)

N\, /02 k2
sin <n(yr —y0) + m%) ¢ VirtaTen
b b

On veut montrer que f n’est pas prolongeable par holomorphie au voisi-
nage de (xo, yo+i(ba+1)). Il suffit donc de prouver Pexistence d'une suite
(z™,y™) tendant vers (zo,yo + i(ba + 1)) et telle que |f(z",y™)| — oc.

Soit (zf,v§) = (z0,y0+i(ba+1—v)). Pour v assez petit, (zf, ) € Ea,
donc f y est définie.

_[n2 k2
- Z cosh( )smh( yg>e vz Tz om
a

nk>0
Ainsi
n2 2
if (5. 90) = — Z :smh ((ba 1 V)Z> oV iztaen
n,k>0
Fabl) > 5 Y smh( (ba+1— V)Z) o~ i+i-an

n>0
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D’ou
lim if(zg,y5) = +o0.
v—0

Ce qui montre le lemme.

4.2.2. Démonstration du Lemme 4.3

L’équation des ondes étant réversible en temps, on peut donc définir I’es-
pace Fr dans ce sens : Soient g dans L2([0, b7 x R;) & support dans [0, 7]
et soit v solution de (02 — A)v = (290! _o) * Z d2ank avec (v, 8tv)|t:O =0.

keN*
Notons ®(g) = (v,0v)|,_,.- On a donc Fr = Im ®.

On sait que la solution de I’équation (97 — A)E = § est donnée par

2 % o,
am @ sint\/ % + %
b2
E(t,z) = 4abTr2/ / ela-m+tig. nQXt>0—n2a = dn.
5+

Donc par convolution, on obtient

®(g)(z,y) =

+ b2 pilz—a") L ti(y—y) 2

g(a',y', s)da’ dy' ds dn

ffs

//cos -5 \/ + Zg eile=a") G +ily—y )m2b g(2' o, s)da' dy ds dn.

Comme sin(z) = 5 (" — ) et cos(z) = (e’ + e~*), avec un change-

ment de variable on trouve

B®(g)(z,y) =

2T ,’72 772
// 7,:1: x)"1+z(y y)m 1+bgh1(l’ y S)dl' dy de??
(4.5)

2 2

//2T el %Jr:%hz(x’,y/w)d:c’dy'dsd??
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avec
ei(Tfs) Zé+;%§
C(s) = ——F—=>
20\ 4 + %
hi(2',y,s) = ho(2',y,s) = g(a',y/,s), si 0<s<T,
et

hi(x',y,s) = —ho(2',y/,s) = g(a,y/,2T —s), si T <s<2T.

B®(g)(x,y) est 'image de g par 'opérateur intégral de Fourier avec
phase complexe. Comme cet opérateur est explicite, il est intéressant de
déterminer l’espace dans lequel B®(g) est holomorphe. On commence par
étudier I’holomorphie de ce noyau, ceci revient a étudier une certaine en-
veloppe. Enfin, comme domaine €2 ot on a 'holomorphie de B®(g), on
prendra l'intersection de deux enveloppes.

Lemme 4.7. (Holomorphie du noyau). La fonction
Filz) = /R it lnlgy,

2 2
ol z-n =2z B 2B ety = Z—é + Z—%, peut étre prolongeable en une
fonction holomorphe au voisinage de tout point du domaine

C? \ {(zl,zQ) € C2;zf +z§ = (t+i)2}-

On va maintenant convoler le noyau. Tout d’abord, on considere la
fonction

/ fros(@ — 2y —1)a(/ )X po.27 Ow—ods da’ dy

Cherchons en quel point (z,y) dans C?, cette fonction soit holomorphe.

Notons x = =z, + ix;; y = yr + 1y;. D’apres le Lemme 4.7, il s’agit de
savoir s'il existe (¢, s) dans R x [0, 27 tel que (T —s+i)? = (y—y')? +22,
pour un point (z,y). L’invariance par translation de y, est évidente, cela
revient & savoir si pour y;, x,, et z; donnés, il existe s € [0,T] et y, € R
tels que

(s 4+14)% = (yr +iy:)? + (, +iz:)?,
c’est a dire
e W)
s = yiyr + 27,
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Cela nous décrira une enveloppe a l'intérieur de laquelle notre fonction
est continuement holomorphe comme somme des fonctions holomorphes.
Cet ensemble contient &y, donc ’enveloppe ne rentre jamais a 'intérieur
de celui-ci.

Pour (., ;) avec |z;| < 1, y¥(z;,7,) est défini par :

y?(xla L») =

inf {]y;| tel que (4.6) posseéde une solution, avec s € [T, T}, y, € R}.

On a
y?(xi,xr) >4 /1—z;2 > 0. (4.7)
||

e Pour 1 > |z;| > &5, (4.6) possede la solution (y,x,) = s (y:, xi) avec s
satisfait x, = sx; et y; = /1 — |x;|?. Par conséquent

x
1> |z > ‘jr’ = y(xs, x,) = /1 — |22

‘ﬁf‘, en éliminant y, de (4.6), on obtient

e Pour |z;| <
Y+ (52 — 14 (2? — x%)) y? — (s — ziz,)? = 0. (4.8)

Puisqu’on a |z;| < 1, alors (4.8) admet une unique solution strictement
positive y;(x;, x,, s), analytique en s € R. Donc (4.7) implique :

Y (s, ) = Sef[f_li%l’T] yi(xi, xp, 8).

0
L’équation 8—@/1(30“ 7, 8) = 0 et I'équation (4.8) entrainent que s(1—y?) =
s

ryx; donc |z,a;| < |s||z;|? (d’aprés (4.7)), d’ou |s| > T pour |x;| # 0 (car
1] < B#):

Si 2; = 0 alors y? = 1 n’est pas une solution de (4.8) ( car |z,| > 0) et

vi(0,2,,0) =/1+ 22> 1= lim y(0,z.,s),

s——+o0
alors s = 0 est un maximum. On a donc
. T
|z;| < min(1, |TT’),
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ce qui implique

y?(xi7x7“) =

|G

[I—T2 (x? — )+

NI

JO -T2+ (22— a2)2 + AT — xixr)ﬂ . (49)

Si l'on pose Qr(x,) = { (x4, i) / |zi| < 1,|yi| < v9(xi,2,)}, la fonction
[ [ r-sv = oo = xpccam (90 9) + (Z azfzm) dsda'dy
keZ*

est holomorphe dans Qr définie par

Or = {(3% + iz, yr + iys) € C* / (x4, 1) € ﬂ Qr(z, + 2ak7r)} .
keZ*

Les fonctions B®g(x,y) définies par (4.5) sont holomorphes dans Q7. Or,
pour tout € € (0,1), Qp contient un voisinage de 1’ensemble

{zr=an, ycil0,400,an) — €}

Ce qui acheve la démonstration.

4.3. Preuve de la 3*™¢ assertion du Théoréme 1.1

Pour tout > ag(T), on a X, C Sp. Alors, il existe une constante
C > 0 telle que la solution ¢ du probleme (1.3) vérifie

/ /”’T 8¢/8t)] ’

Comme I'hypothese (3.8) est vérifiée d’apres [3] alors le Théoreme 3.1 et
I'inégalité précédente nous implique I'existence des constantes C, v > 0
telles que

dydt>C(T)E(0), V@’ u')e X,.

E(t) < Ce ME(0), VY’ u') e X,.
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5. Preuve du Théoréme 1.3

Pour u € FEy, ¢(x,y,t) s’écrit

n
o(x,y,t Z Qn ; sm — sm by etk
n,keZL*
avec
k2 n?
Ak =1 —= + —=.
" a2 b2

Pour T' > 27v/a? 4 b?, en utilisant 'orthogonalité de la suite sin(3y) dans
[0, br], on obtient

IS

En appliquant le [Théoréme 2.1 de [15], avec d = 2, k1 =n, ko =k, py, =
i%, on obtient 'existence d’une constante C7 > 0 vérifiant
2

2

Z Zk ank l)‘nktdt
ez ¢ )‘”k

dy g — / Z abw

nez*

(0,y,t)

)

br
/ / M) (0,9,t)] dydt >
an,k 2
C1 Z ~ H@HH—I(Q)x[B(Q)]u
n,kezx |7
ot [L?(2)]" est 'espace dual de L?(f2), la dualité est prise par rapport a

H=1(Q).
Ce qui montre le résultat du Théoreme 1.3, en appliquant le Théoreme
3.1 pour a = 0.
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