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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PAsCAL 20, 261-299 (2013)

Groupes totaux

BRruUNO DESCHAMPS
IVAN SUAREZ ATIAS

Résumé

Les «groupes totaux» sont les groupes pour lesquels la dimension du centre
l'algebre des invariants d’une algébre simple centrale 2(; associée & un 2-cocycle
f € Z*(Gal(L/k), L*) sous l'action d’un relevé de I'action galoisienne & 2A; est
constante quels que soient k et f. Dans cet article, nous montrons que les groupes
quasi-CC (qui sont les groupes de centre cyclique et dont les centralisateurs des
éléments hors du centre sont cycliques) sont totaux. Les groupes de type CC qui
sont les groupes quasi-CC a centre trivial sont donc totaux. Nous en donnons une
classification compléte. Nous décrivons également une famille infinie de groupes
quasi-CC qui ne sont pas de type CC : les groupes méta-dicycliques.

Total Groups

Abstract

Total groups are groups for which the dimension of the invariant algebra center
of a central simple algebra 2, associated to a 2-cocycle f € Z?(Gal(L/k), L*)
under a lifting of the Galois action to 2 is constant for all k£ and f. In this article,
we show that the quasi-CC groups (groups with cyclic center and for which all
the centralizer of non-central elements are cyclic) are total. CC-groups, which are
quasi-CC groups with trivial center, are thus total. We give a complete classification
of these groups. We also describe a general family of quasi-CC groups which are
not CC: the meta-dicyclic groups.

1. Introduction.

Dans ce texte, nous introduisons et étudions la notion de groupe total.
La totalité est une propriété arithmétique liée aux algebres simples cen-
trales. Etant donné un groupe fini G et une extension galoisienne finie L/k,

Aux Errancis.

Mots-clés : Algebres simples centrales, action galoisienne, groupe CA et CC.
Classification math. : 20E99, 20D99, 16535, 12E15, 16K50.
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de groupe de Galois G de neutre e, on se donne un 2-cocyle f € Z*(G, L*)
et I'on note ™Ay I'algeébre muni du produit croisé relatif a f et rapportée
a une L-base {as}seq. Il existe un plongement tout a fait canonique du
corps L dans l’algebre 2 ¢, donné par 'application

pr: L — QIf
A — fl(e e)hae

Dans cette situation, il se peut que le groupe G se reléve en un sous-
groupe de Auty(2(¢). Autrement dit, il peut exister un morphisme injectif
¢ : G — Auty () tel que pour tout A € L et tout g € G, on ait

pr(N) = p(g) ops(N)

Dans le cas ou un tel relevé existe, on peut considérer ’algebre des
invariants de 2(; par G, notée A% ainsi que son centre Z(Ql?) On dit que
le groupe G est total si la dimension sur k£ de Z(Qljcf) est indépendante du
choix de L/k et de f. Le but de cet article est d’étudier cette notion et de
donner une vaste série d’exemples de groupe totaux.

Bien que, de part sa définition, la totalité puisse apparaitre comme une
notion a priori improbable, les résultats établis dans ce texte montrent que
de nombreuses familles classiques de groupes finis la possedent. Parmi les
plus connues, nous montrons que, pour tout entier n, le groupe cyclique
C,, (proposition 3.10), le groupe diédral Dy, 12 (corollaire 4.15), le groupe
dicyclique Qy,, (corollaire 4.17) et le groupe spécial linéaire projectif de
dimension 2 sur le corps fini & 2" éléments PSLg(Fan) (corollaire 22) sont
des groupes totaux. D’autres exemples plus exotiques de groupes totaux
sont donnés et dans le cas de la non-totalité, le texte donne des résultats
numériques qui indiquent les dimensions possibles que peut prendre Z(Ql?)
dans le cas de groupes GG de petits ordres.

Cet article se compose de trois parties. Les deux premiéres sont assez
élémentaires et concernent la question du reléevement de l'action galoi-
sienne et 1’étude du centre de l'algebre des invariants. La troisieme se
consacre a 1’étude des groupes totaux. Plus précisément :

Dans la premiere partie on s’intéresse a la question du relevement du
groupe G a Auty(s). Cette question, ainsi que les structures des al-
gebres Ql? et Z(Ql?), sont invariantes par cobordisme. Plus précisément,

si f,g € Z%(G, L*) sont deux 2-cocycles cohomologues, disons f = d(u)g
avec U € Cl(G7 L*), il existe un isomorphisme entre ; et 2,, donné par
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I’application
Q[f — ng
Z Aply Z Ao tt(0)ay
ceG ceG
Cet isomorphisme respecte les plongements de L dans s et A, (i.e.
pg = 6 o ps), par ailleurs il induit un isomorphisme

g: Autk(Qlf) — Autk(ng)
«o — foaof !

Puisque f(a) opy =0oaof 1 ofops=0(aopys), on en déduit que 0
applique un relevé de G dans Auty(2y) a un relevé de G dans Auty(2,)
et que les algebres ngG et Qlf (resp. Z(Ql?) et Z(Qlf)) sont k-isomorphes.

Ainsi, on peut reformuler plus globalement la problématique en la re-
gardant sur le groupe H?(G, L*) : étant donné un élément a € H?(G, L*)
on dira que G se reléeve a a, si le groupe d’automorphismes G se releve
dans Aut,(4s) ou f € Z?(G, L*) désigne n’importe quel représentant de o.
La collection des relevés ainsi que les algébres invariantes et leurs centres
ne dépendent donc pas, a k-isomorphisme pres, du choix du représentant
[ de a. Nous montrons dans cette partie que G se releve a Auty(2y) si
et seulement si f est cohomologue & un 2-cocyle a valeurs dans k* (théo-
réme 2.1) ce qui se traduit par le fait que les éléments du H?(G, L*) pour
lesquels G se releve sont exactement ceux qui sont dans I'image du mor-
phisme canonique H(G, k*) — H%(G, L*). Une fois f fixé, ensemble
des relevés de G dans Auty(s) a naturellement une structure de groupe
abélien.

La deuxieéme partie s’intéresse a l’algebre des invariants, Q[Jg, de 21y par
un relevé de G. Nous montrons que la dimension sur k de 91? est toujours
égale a 'ordre de G (théoréme 3.4) et nous montrons que la dimension sur
k du centre Z(Ql?) de 'algebre 91? correspond au cardinal d’un ensemble
de classes de conjugaison de G pour lesquelles un certain morphisme est
trivial (théoréme 3.7). Dans le cas des groupes non-abélien nous en dédui-
sons que ’algebre des invariants Ql? n’est jamais commutative (corollaire
3.8). Dans le cas des groupes abéliens, ce résultat est complété par le fait
que la dimension sur k de Z(Ql?) est un entier tel que o(G) /dime(Ql?)
soit un carré parfait (proposition 3.9).

La troisiéme partie est consacrée a la propriété de totalité & proprement
dite. En vertu des résultats établis dans les parties 1 et 2, un groupe fini

263



B. DESCHAMPS & I. SUAREZ ATIAS

G est total lorsque la dimension de Z(Ql?) est égale au nombre de classes
de conjugaisons de G, quels que soient le corps k et le 2-cocycle f. Cette
notion est intrinsequement liée a 'arithmétique du groupe que ’on étudie
et ne reste stable pour aucune des opérations usuelles sur les groupes
(passage aux quotients, au sous-groupes, au produit cartésiens ou encore
aux extensions). Nous donnons toutefois plusieurs critéres pour obtenir
des groupes totaux. Nous montrons, par exemple, que tout groupe dont
Pordre est un entier radicalaire est total (corollaire 4.4).

Nous nous intéressons, par ailleurs, a la notion de groupes de type CC,
qui sont les groupes pour lesquels les centralisateurs des éléments non
triviaux sont cycliques. Ils sont toujours totaux. Nous donnons une clas-
sification de ces groupes (théoréme 4.8) : ce sont exactement les groupes
cycliques, les groupes spéciaux linéaires projectif PSLg(Fan ) et les produits
semi-direct de deux groupes cycliques pour une action ayant de "bonnes
propriétés’. Cette classification permet d’exhiber plusieurs familles expli-
cites de groupes totaux. Plus généralement, les groupes quasi-CC (méme
définition que CC, mais ’on autorise le centre a étre cyclique) sont totaux.
Nous donnons un exemple de famille de groupes quasi-CC qui ne sont pas
de type CC : les groupes méta-dicycliques. Il s’agit d’une famille obtenue
en généralisant la construction des groupes dicycliques (paragraphe 3.3.).
Elle compte des groupes de centre d’ordres arbitrairement grands.

2. Reléevement de l’action galoisienne.

On conserve les notations de I'introduction et pour ce qui est des objets
cohomologiques, nous utilisons les notations standards.

Théoréme 2.1. Le groupe G se reléve a Auty(Rdy) si et seulement si f est
cohomologue a un 2-cocyle a valeurs dans k*. En particulier, I’ensemble
des o € H2(G, L*) pour lesquelles G se relévent d o est exactement I’image
du morphisme canonique H%(G, k*) — H?(G, L*).

Quand f est cohomologue & un 2-cocyle a valeurs dans £*, ’ensemble
des relevés de G a Auty(s) a alors une structure de groupe, isomorphe
au groupe d~Y(Z*(G,k*))/CHG, k*) (o d : CH(G, L*) — Z*(G, L*) est
lapplication de cobord pour le G-groupe L*). Plus précisément, si f est
choisi normalisé (i.e. f(e,e) = 1) et a valeurs dans k*, alors la correspon-
dance annoncée s’obtient, pour u € C1(G, L*) telle que d(u) € Z*(G, k*),
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par
G — Auty(Ay)
g +—— conjugaison par 1(g)ag

Démonstration. Commencons par montrer que si f est supposé norma-
lisé et & valeurs dans k* alors pour tout u € C*(G, L*) telle que d(u) €
7*(G, k*), application

6 : g — conjugaison par u(g)ag
est bien un relevé. En premier lieu, puisque f est normalisé, on a pour

tout g € G, f(e,g) = f(g,e) =1 et le plongement naturel de L dans s
est donné par A — Aa.. Ainsi, pour A € L, on a

0(g9)(Mac) = p(g)aghac(u (g)ag)‘1 )

lg)aghacp(g)=? fg,97 )7 ag1

= ME DN f(g,e)agu(9)™9 flg,97 )79 ag—
g

/ INu(g) " 9,97 1) (9,97 ae

et donc l'action de 6(g) sur L coincide avec celle de g.
Reste a voir que 6 est bien un monomorphisme : pour tout g,h € G
on a

w(gagu(h)an = p(g)p(h)? f(g, h)agn = u(gh) fo(g, h)agn

o fo = d(u)f € Z*(G,k*). Comme fo(g, h) € k* = Z(;)*, la conjugaison
par I’élément fy(g, h) vaut l'identité. Ainsi, on a 6(gh) = 6(g) o 0(h). Par
ailleurs, # est bien injective car g € ker(0) <= u(g)ag € k* = g =e.

Venons-en maintenant & la preuve du coeur du théoreme. Puisque la
propriété de relevement reste vraie par isomorphisme, on peut supposer
que f est déja normalisé (sous cette hypothese le plongement de L dans
2 est canonique).

Supposons donc donné un relevement G — Auty(2y) et notons alors
29 T'action de I'élément g € G sur I'élément = € 2 via ce relevement. Le
théoréme de Skolem-Noether assure qu’il existe x4, € 2 tel que I'action
de g sur 2, soit la conjugaison par z,. Ainsi, pour tout A € L, on a
A mg = wx4)\. Cependant, pour tout A € L, on a Aa;l = ag_lAg, donc
ag Y2, € Z(La.) = La.. Ainsi, il existe u, € L* tel que z, = pyaq.

Mamtenant pour g,h € G donnés, la conjugaison par (ugag).(1nan)
doit étre égale a celle par pgpagn. On en déduit qu’il existe un élément
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a(g,h) € k* = Z(As)* tel que (pgag).(tnan) = alg, h)pgnagn. Ceci équi-
vaut & pgpd f(g, h)agn = a(g, h)pghagn ou encore

Vg, h € G, i po,ngf(g,h) = alg, h)

Cette derniere propriété exprime exactement le fait que le 2-cocyle
(g,h) — f(g,h) est cohomologue (par le 2-cobord associé a lapplica-
tion g — pg) au 2-cocyle (g,h) — a(g,h) qui est, par définition, a
valeurs dans k*.

Si on suppose que f est déja a valeurs dans k*, alors les relevés sont
paramétrés par les applications p décrites précédemment. Leur ensemble
correspond alors d~1(Z%(G, k*)), mais deux telles applications donnent le
méme relevé si les conjugaisons associées sont les mémes, c’est-a-dire si
elles différent d’une 1-cochaine a valeurs dans k*. O

Il est facile de décrire des situations ou le morphisme
H?(G, k*) — H*(G, L*)

n’est pas surjectif et donc ot G ne se reléeve pas. Par ailleurs, signalons
que 'image de H2(G, k*) dans H?(G, L*) apparait dans d’autres questions
relatives aux algebres simples centrales : on trouvera, par exemple, dans
[4]-th 3.3. une caractérisation (sous certaines hypotheses) de la décom-
position en produit d’algebres cycliques d’une algebre simple centrale qui
fait intervenir cette image.

3. Algebre des invariants.

On se fixe un 2-cocycle f € Z%(G, k*) normalisé et on considére un relevé
de G dans Auty (). Quitte a modifier f par un cobord on peut supposer
que le relevé en question est le relevé canonique g — conjugaison par ag.
En effet, considérons un relevé G dans Auty(%0;) paramétré, d’apres ce
qui précede, par une application u € CH(G, L*) telle que d(p) € Z*(G, k*).
Considérons alors le 2-cocycle fo = d(p)f € Z%(G,k*) (quitte & modifier
p par une 1-cochaine a valeurs dans £*, on peut supposer que fy est aussi
normalisé). Comme rappelé dans I'introduction de ce texte, 'application

0 : Q[fo — Qlf
Z )\oaa — Z )‘Ulu(g>a‘0
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est alors un k-isomorphisme d’algebres qui respecte les plongements natu-
rels de L dans %Ay, et 2. Si c) désigne la conjugaison par ’élément A alors
I'image par 6 de 'automorphisme c,, est 'automorphisme 6 o c,, o 61
Pour z,y tel que y = 6(z), on a

00 ca, 007 (y) = Olagrag™) = (u(g)ag)y(u(g)ag) ™ = cu(g)a, (¥)

On en déduit que 6~! envoie le relevé de G dans Auty () relatif a p
sur le relevé canonique de G' dans Auty(2y, ). On va s’intéresser a I’algebre
Ql? des invariants de Ay par G. Ce que l'on vient d’expliquer montre en
particulier qu’a k-isomorphisme pres 1’algebre Ql? ne dépend pas du relevé
que ’on choisit pour G. Ainsi, pour ces questions, on peut toujours se
ramener au cas du relevé canonique, le parametre d’étude devenant f, le
2-cocyle normalisé a valeurs dans k*.

Caractérisons maintenant les éléments de Qlj(c; :

Proposition 3.1. Un élément x = >, A\ya, appartient d Q[Jg st et seule-
ment st on a

flgog™", 9)
v 9 — IPEACACNNSE Y,
(SG) Vg,0 € G, X )\ggg 1 (9.0)

Démonstration.

IGQ[? — Vged, agxaglzx

= Vg G, Y Nf(9,0)f (9,97 )F(90,9 Nagegr =2

— v.g S G7 Z)‘gf(gaa)f_l(gag_17g)agag*1 = Z)\Uaa

(car Flg,971)979" f(gogt.1) = f(ga,g*l)f(gagfl,g))
flgog™t,9)
f(g,0)

= Vg,0€G, N\ =)Aj5q1

Pour ¢ € G fixé, on note w, € C(G, k*) I'application définie par :

wg: G —» k*
flgog™,9)
g Ty (9,0)

Lemme 3.2. Pour tout o,g,h € G, on a ws(gh) = wpep-1(9)ws(h).
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Démonstration. Pour tout 0,9, h € G on a

(1) flg, h)gh"hflgflf(ghah‘lg‘l,gh) = f(ghoh™', h)f(ghoh™ g™, g)
(2) f(hoh Y h)If(g, ho) = f(ghoh™' h)f(g, hah™")
(3) f(h,0)9f(g,ho) = f(gh,o)f(g,h)

En quotientant (1) et (2) on obtient

flghoh™g™ , g)  f(ghoh™'g~t, gh)  f(g,h)
(g,hah D f(g,ho) f(hoh=1,h)
On a donc
_ flghoh™g™t, g) f(hoh™', h)
whah—l(g)wa(h) - f(g,ho‘hil) f(}}7(a)h)
_ hoh~ Yo~ ah g,
Hghoh g oh) 5 o) (o)
f(g.h) 1

on en déduit fina-

Comme dapres (3) on 2 o o) o) ~ Flgh o)’

lement que

oh~1g-1
o1 (g)n () = LTI — (g

Cette propriété traduit simplement le fait que, pour tout g, h,o € G,
on a (a?)9 = ad". O

Notation 3.3. Dans la suite de ce texte, pour o € G, on notera

e Ceng(0), le centralisateur de o dans G,

e L., le corps 1CeN6() des invariants de par Ceng(o),

e 7, une classe de représentants de I’ensemble quotient G /Ceng(0),

e G, la classe de conjugaison de o : 6 = {gog~!/g € 7} (description
biunivoque),

® Gconj, une classe de représentants de I’ensemble des classes de conju-
gaison de G.

Une premiere conséquence du lemme 3.2 est que la restriction de w,
a Ceng (o) est un morphisme de groupes et que si 0,0’ € G sont deux
éléments conjugués, alors les fonctions w, et w, restreintes aux centrali-
sateurs de o et ¢’ sont égales. Plus précisément, si o/ = gog~!, alors on
a Ceng(0’) = gCeng(o)g™! et, pour tout h € Ceng(c), si I'on considére
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h' = ghg™', on a

o (M) wn(gh) _ whn ()
wor () = Caoq=1(F) = 20 10) = anle) 2 (9) o(h)

Cette propriété va étre importante pour I’étude du centre Z(Ql?) a venir.

Mais commencons par étudier 'algebre 91? elle-méme : on considére, pour
o € G donné, le sous-L-espace vectoriel de %A ¢

Bo=q2=) Ag10g54-1

g€T

On a bien sur 2A; = @ E,. La relation (SG) montre que 'action de
UEGconj
G laisse stable chaque E,, on en déduit donc que

A= P EY

UEGconj
ou Ef désigne I'’ensemble des invariants de E, par G.

Théoreme 3.4. Pour tout 0 € Geonj, l'ensemble Eg est (non canonique-
ment) un sous-Lq-espaces vectoriels de A¢. On a dimy, ES =1 et plus
précisément,

Ao

EY = Vecty, (u) avec u = Z )agag_l

geo wa(g

ou Ao € L est un élément non nul qui vérifie X} = Aows(g) pour tout
g € Ceng(o).
En conséquence de quoi on a dikal? =0o(G).

Démonstration. Le sous-groupe Ef est un L,-espaces vectoriels, pour la
loi de composition externe suivante :

G G
L, x B — E7
_ — g
A= Z Agog=10ggg—1 — Ax = Z A Agog=10g5g-1
geg geé\

En effet, il est clair que les axiomes définissant la structure d’espace
vectoriel sont bien vérifiés, la seule chose & détailler est que la loi de
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composition est bien & valeurs dans ES. Considérons A € L, et =
> ges Agog—10gog—1 € ES pour tout h € G et g €6 on a

f(hgog='h™1, h)
f(h,gog=1)

Pour montrer que A.xz € Ef il faut donc montrer que pour tout h € G
et tout g € &, on a A" = A on g € 0 est le représentant de hg modulo
Ceng(o). Or, il existe 7 € Ceng(o) tel hg = ¢'T, et donc comme \ € Ly,
ona A9 =)\'T=) Ainsi, \.x € Ef

On remarque, au passage, qu’en considérant k comme sous-corps de L,
alors la structure induite par cette loi a k£ redonne la structure de k-espace
vectoriel naturel de ES (c’est-a-dire celle obtenue par la multiplication &
gauche).

Siz = deg Agog—10gog-1 €0 Y = deg Hgog—10gsg—1 sont deux éléments

(AN gog—1)" = NN = NN m1p

non nuls de Eg, alors pour tout g € Ceng(0), on a

)‘g = )‘Gwa(g) et ,wg = Mawo(g)

et donc A,/ est invariant par Ceng(o). Il existe donc o € L, tel que
e = aAy. On a alors

a.xr = Z()ég)\ga-g—lago-g—l = Z agx\gwg(g)_laggg—1
geE geE
= Z(O‘Ad)gwo(g)_lagog—l = Z(HU)QWU(Q)_IagUg—l
gGE geE
= Z :ugag—lwo(g)wa(g)_lagag—l =Y
geo

Ceci prouve que ES est au plus une droite L,-vectorielle. Reste donc &
montrer que ES # {0}.

Commencgons par regarder la condition (SG) quand g parcourt Ceng (o).
Dans cette situation, w, est un élément de Hom(Ceng(o),k*). Si d =
o(Im(wy)), on a Im(w,) = pg C k*. Considérons le sous-groupe H =
ker(wgy), on a alors Ceng(c)/H ~ pg et I'extension L7 /L, est cyclique
de degré d. Comme g C k* et que d est premier a la caractéristique de k
(puisque #i1qg = d), Iextension L /L, est kummérienne et il existe donc
un élément o € k* tel que £ = Ha € LY soit un élément primitif. On
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considere alors I’épimorphisme canonique
v: G=Gal(L/L;) — g
09

9 - 7

Puisque w, et ¢ ont méme noyau H, il existe § € Aut(ug) tel que
we = 0o .

Comme Aut(pg) ~ (Z/dZ)*, il existe alors r € (Z/dZ)* tel que 0(&) = £"
pour tout & € pug. Posons Ag = £", on a alors pour tout g € G,

AG = ()7 = ()" = p(g)"l" = 8 0 p(g) Ao = wa(9) Ao

Prenons maintenant un élément g € G quelconque et posons

A
wo (9)

Cette définition est sans ambiguité car, si g,¢ € G sont tels que
gog~! = g'og ", alors il existe h € Ceng(o) tel que ¢ = gh et donc

A

gog—l =

A A (AB)?
= = d’apres le lemme 3.2
wg(g’) Wo(gh) wa(g)wa(h) ( )
g Yo _ X

J =
wo(g)ws (k) wo(g)
Vérifions maintenant que x = > o Agog—10g0g-1 €st bien un élément
de Ef Si gg € G, alors pour tout g € 7, on a

. wo(909)
9797 T wy(g) T 9990wy (g)
Worg—1(90)wo(g) 1
= )\goggg,lgo—l 979 2o(0) 7222 (d’apres le lemme 3.2)

Agogog—1gy Woog~! (90)
et donc x vérifie bien la condition (SG). Ainsi, on a bien

A

EY = Vecty, (u) avec u = Z )(Iga-gfl

geg wO’ (g

olt A\g € L est un élément non nul qui vérifie A = A\w,(g) pour tout g €
Ceng (o). On remarque que, réciproquement, pour n’importe quel choix de
Ao € L non nul vérifiant que pour tout g € Ceng(o) on ait A\J = A\w,(9),

.y 2
Iélément u = > y

2o . ’ G
965 wo(g) Qgog engendre bien sur L, 'espace E7 .
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On déduit de cela que
dimg(EY) = dimy(Ly)dimz, (ES) = [G : Ceng ()]
et donc, ’équation des classes permet d’écrire

dikang = dimy, @ ES = Z [G : Ceng(0)] = o(Q)

Uchonj O'EGconj

O

Abordons maintenant 1’étude du centre Ql? et établissons préalablement
deux lemmes & cette fin.

Lemme 3.5. Posons n = o(G). Il existe une L-base, (e1,--- ,ep), de L™
telle que si l’on pose pouri=1,---,n, ¢, = (Aé))oeg alors Z )\( as €
o oceG

bitey
Démonstration. Posons Geonj = {01, , 0.} et, pour tout i € {1,---r},
i ={9i1, -, in,} (on convient que g; 1 = e). Pour ¢ € {1,---r} fixé, on
considere un élément non nul

hi

_ G
r= Z )\gi,jo'ig;j agz ,j0i9; Jl < E

j=1
On sait qu’aucun des )‘gzgazg’l n’est nul, et que pour tout 57 =1,--- , h;,
on a "

)\91 .
90.4919,; W, (8i,j)
Comme h; = [G : Ceng(o)], on a h; = dimyL,, et 'on considere
{a1,-+ ,ap, } une k-base de L,,. Pour tout s =1,--- , h;, on pose
- (asAg, )90 (asAg,)9ih hi
(eoi)s_ T S
Wo; (gi,l) Wo; (gi,hi)

(ozs)\gi)gi,j

wo (gi,5) agi,jffig;]vl
Lo-espace vectoriel de ES introduite dans le théoréme 3.4) et donc le
vecteur (e,,)s est & coordonnées dans ES. On a, par ailleurs,

On remarque que Z?;l = ag.x € ES (structure de

gi,1 Gi,h;

h )\gl y 1 e al

det ({(eo;)sF1<s<h;) H o) | :
: g’h] agi’l L agi,h,i
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Ce dernier déterminant est certainement non nul, car si tel était le cas, il
existerait une équation de L-dépendance linéaire pour les g; 1, -+ ,gin; €
Isomy(Ly,, L), ce qui est contraire au lemme de Dedekind.

Ainsi, la famille {(e,,)s}1<s<n, est une L-base de L". On rajoute alors
des zéros aux coordonnées manquantes des vecteurs (e, )s,

to1 N NEYS o,
N — « . 7,1 o - ihy N
(eo,)s = | 0,0, -+ ’( sAos) Lo 7( sAos) s, 0,-44,0
W, (gi,l) Wo; (gi,hi)

et {(es,)s f1<s<n; devient alors une famille L-libre de L".

La famille {(eq,)s}1<i<r1<s<n; est visiblement une famille L-libre de L™
satisfaisant aux conditions demandées, mais comme cette derniere est de
cardinal

Zhi = Z [G : Ceng(o)] =0o(G) =n
i=1

0€Gconj

on en déduit finalement qu’il s’agit bien d’une base. ([

Notons maintenant 2¢(k) = @ ka, (c’est une sous-algebre de s

oceG
puisque f est a valeurs dans k*) et considérons, pour o € G,

ES(k) = ES N2t (k)

Lemme 3.6. Pour tout 0 € G, ES (k) est un k-espace vectoriel de di-
mension 0 ou 1 et l'on a

dim, ES (k) = 1 < Wo|Ceng (o) = 1

Démonstration. L’ensemble ES (k) est visiblement un k-espace vectoriel
(intersection de deux k-espaces vectoriels). Un élément = € ES (k) s’écrit

2\
r= Z Agog=10gog—1 = Z

1
70@ -1 = )\ —a -1
= ~ wo(g) *77 "2%(9) 979
geo g€ geT

ce qui prouve que ES (k) est au plus une droite vectorielle.

Supposons que ES (k) # {0} et considérons un élément \, € k* tel que

Ao Dy —L—a,,,-1 € ES(k). Pour tout g € Ceng(0), on a

wo(9)
Ao = Ag = Agag—lwa(g) = )\owa(g)
et donc wy(g) = 1.

273



B. DESCHAMPS & I. SUAREZ ATIAS

Réciproquement, supposons que Wo|Ceng (o) = 1. Le choix de \yg = 1
dans le théoréme 3.4 montre que

ESZ{ZM) gog- 1/>\6L}

€5 wo (g

et donc, on en déduit que

ES (k) = k. (Z ! ) {0}.

geg wO’(g)
O
Théoréme 3.7. On a Z(AF) = A nAs(k) = € ES(k), en consé-

0€Gconj
quence de quoi, on a dime(Ql]Cf) =15 ot S = {0 € Geonj/ WoCeng(o) =

1.

Démonstration. Soit y = Z Urar € Ql?, on a

TEG
Y€ Z(Ql?) — Vr = Z Aol € Ql?, Ty = yx
UEG
<— Z Aot f(o,T)aor = Z Aot f(T,0)ar0
o,7eG o,7eCG
<~ Z )\JMT (U T aa‘r = Z )\TO'T_ll‘LTf(TUT ; )aTO'
o,7eG o,7eCG
= X (S sttty ) =3 (St
pEG \o€eG pEG \T7€G
<~ VYp € G, Z)\gug,l (0,0~ p ZAPT_luT 1,7-)
oeG T€G
S VPEG, Y Aottgr,f(0,07 1) = Y Aopio—1,f (0,07 p)
ceG oeG

(On a effectué le changement de variables o = p7~1)

<~ VYp € G, Z Ao flo,071p) (ug_lp — u,,_lp) =0
ceG

On en déduit que pour tout x = > co Asas € Ql?, le vecteur (A, )seq €
L™ est solution du systéme linéaire défini par I’ensemble de constantes

{f(a, o 'p) (ugfl,) — Maflp) }a,p
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Le lemme 3.5 affirmant qu’il existe une L-base de L™ constitué de vec-
teurs (A\s)oeq € L™ tel que Y- cq Avao € Ql?, on en déduit que toutes les
constantes du systéme sont nulles. Ainsi, on a

y € Z(Ql](c;) = Vp,0€ G, flo,0 ) (ug_1p - ,U/o-flp) =0
ce qui équivaut, apres le changement de variables 7 = o7 1p, &

Yy = ZMTCLTEZ(Q[?)@VJ,TGG, w = pr

TEG
ce qui prouve que Z(Ql?) = 91? NAs(k) = DocCoon; E% (k). La suite du
théoréme découle immédiatement du lemme 3.6. O

Corollaire 3.8. Si G n’est pas abélien, alors l’algébre Ql? n’est pas com-
mutative.

Démonstration. Si G n’est pas abélien, alors Geonj compte strictement
moins d’éléments que G et donc dime(Ql?) < 0o(G). Le théoréeme 3.4

affirme que dikal](c; = 0o(G), ce qui prouve le corollaire. O

Cas ou G est abélien. Dans le cas ou G est abélien, 'application
(0,9) — ws(g) est donc un homomorphisme de groupes relativement
a chaque variable o et g. On en déduit que cette application est un élé-
ment de Z*(G, k*) (Paction de G sur k* étant triviale). En particulier,
I'application (g, h) — f(h,g) est aussi un élément de Z*(G, k*).

En appliquant ce qui précede, pour o € G fixé, on peut écrire Ef =
Ayay avec Ay = {N € L/ Vge G, N =MIw,(g9)} qui est un k-espace vec-
toriel de dimension 1 et 'on a 91? = @ Asa,. Le noyau du morphisme

ceG
w0 — w, est constitué des éléments o € G vérifiant A, = k. Ainsi, on

a o € ker(w) si et seulement si A, = k. Dans le cas abélien, on a donc
Z (Ql?) = @ Asa, = @ kay
oeker(w) oeker(w)

En particulier, dime(Ql?) divise o(G), mais on peut étre plus précis
sur ce point :

Proposition 3.9. Si G est un groupe abélien alors O(G)/dime(Q[?) est
un carré parfait.
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Démonstration. L’application w est une forme bilinéaire alternée et la di-
mension dime(Q[Jq) est égale a I'ordre du noyau de w. La forme w induit
sur le groupe quotient A = G/ker(w) une forme bilinéaire alternée non
dégénérée. On sait alors (voir par exemple [1]) qu’il existe un sous-groupe
isotropique Ag tel que A = Ag x ;l?), ou ;15 désigne le groupe des caracteres
de Ag. En particulier, on a o(A) = o(Ap)? et notre proposition découle
alors de cette propriété. [l

Lorsque G = C,, est cyclique, il est célebre que
H?(G,L*) ~ k*/N(L*)

et que tout 2-cocycle est cohomologue & un cocycle paramétré par des
éléments de k*/N(L*) et donc a valeurs dans k*. Ces cocycles sont donc
tous éléments de Z?(G, k*) si bien que application naturelle H*(G, k*) —
H?(G, L*) est surjective.

Par ailleurs, les éléments de Z%(G, k*) sont symétriques (i.e. Vg, h € G,
f(g,h) = f(h,g)). On en déduit que

Proposition 3.10. Si G est cyclique, alors pour toute extension galoi-
sienne L/k de groupe G et pour tout f € Z*(G, L*), G se reléve a Aut(2y)
et l'on a

AY = Z(AF) = P kao

Pour les groupes abéliens de rang > 2, les choses se compliquent. Le
calcul machine montre que, méme dans le cas non cyclique, les dimen-
sions possibles pour Z(QK?) n’atteignent pas nécessairement tous les entiers

0(@)/d? pour les d?|o(G). Nous donnons ici quelques résultats numériques :

G C3 Cy x C4 (e Cy x Cg | Cy x Cyg
o(G) 4 8 9 12 16
dime(Qng) lou4 20u8 lou9 3oul2 | 40ul6

G CZ Cg X Cﬁ CQ X ClO CQ X Clg C4 X C@
o(G) 16 18 20 24 24
dime(QlJCf) 1,40ul6| 20ul8 | 5ou20 6ou24 | 6ou24
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G C? C3xCg | CyxCpy | CaxCi | C4xCsg
o(G) 25 27 28 32 32
dime(Ql?) 1 ou 25 3ou27 | T7ou?28 8ou3d2 |2,80u32
G (¢ (¢ 03 xCy | C3xCq s
o(G) 36 8 16 24 27
dime(Ql?) 1,4,90u36| 20us8 4 ou 16 6 ou 24 3 ou 27
G CyxC; ] C5xCqg C; C3 x Cy c;
o(G) 32 32 16 32 32
dime(Qng) 2,80u32 | 8o0u32 |1,40ul6|2,80ud2|28ou32

On remarque que dans ce tableau, pour les groupes d’ordre 32, G =
CoxCiget G = C% x Cg, la dimension 2 n’est pas atteinte (alors que
2 = 32/(4)?) et que pour le groupe d’ordre 16, G = C3 x Cy, la dimension
1 n’est pas atteinte (alors que 1 = 16/(4)?).

Note : Dans le tableau ci dessus, ainsi que dans tous les tableaux numé-
riques du méme acabit que nous donnerons dans la suite de ce texte,
les dimensions indiquées pour Z(Ql]g) sont toutes atteintes pour un bon
choix de f. Ces résultats numériques sont obtenus par calcul formel sous
le logiciel maxima.

4. Totalité.

4.1. Généralités.

La dimension du centre de Ql]q est intimement liée a I'arithmétique du
groupe G. Nous allons maintenant étudier les groupes pour lesquels cette
dimension est toujours maximale :

Définition 4.1. Soit k£ un corps et G un groupe fini se réalisant comme
groupe de Galois sur k. On dit que G est total pour k si, pour toute exten-
sion galoisienne L/k de groupe G et tout élément f € Im(H*(G,k*) —
H?(G, L*)), la dimension de Z(Ql?) (pour n’importe quel relevé de G) est
maximale (i.e. égale au nombre de classes de conjugaison de G).

Par exemple, conséquemment a 1’étude mené sur le groupe de Klein
dans le paragraphe 1, on voit que si ce dernier se réalise sur un corps k
alors il est total pour k si et seulement si k est de caractéristique 2.
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La totalité équivaut donc a dire que I'application f —— dime(Ql?)
est constante, puisque le choix pour f du cocycle trivial donne pour
dime(Ql?) une valeur maximale. L’étude précédente montre que la to-
talité d’un groupe G pour un corps k ne dépend pas du corps L qui réalise
G. Si G se réalise comme groupe de Galois sur k, la question de sa totalité
pour k est équivalente a (avec les notations des paragraphes précédents)

(T) VfeZ*G, k), Yo e G, Wo Ceng (o) = 1

La propriété (T') existe indépendamment du fait que G se réalise sur k.
Quand un groupe G satisfera a la condition (T") pour tous les corps k, on
dira que G est vraiment total. Plus globalement, étant donné un groupe
G et un élément o € G, on dira que o est vraiment total si

Vk corps, Vf € Z2(G7 k*), Vg € Ceng (o), ws(g) =1
On considérera alors [’ensemble de totalité de G :

T = {0 € G/ o vraiment total}

Cet ensemble étant stable par I'action de conjugaison, on notera TG le
quotient de T par cette action. Dire que G est vraiment total équivaut a
dire que T = G et, sous cette condition, la dimension (toujours maximale)
de Z(Q[?) vaut exactement ﬁTG = #Gconj- Ceci incite a considérer, en toute

généralité, I'entier leG que nous appelons ordre de totalité du groupe G.

Proposition 4.2. Le groupe Aut(QG) agit (par restriction) sur l’ensemble
T et, par suite, le groupe des automorphismes extérieurs de G, Out(G),
agit naturellement sur l’ensemble fg. En conséquence de quoi, si G est
abélien, T est un sous-groupe caractéristique de G.

Démonstration. Commencons par remarquer que si f € Z2(G7 k*) et ¢ €
Aut(G) alors l'application

o GxG — kK
(g,h) +— flp(g),p(h))

est bien un élément de Z%(G, k*) (ce fait est immédiat, une fois pris en
compte que l'action de G sur k* est triviale). Il s’agit de montrer que si
o € G est vraiment total alors ¢(o) lest aussi pour tout ¢ € Aut(G).
Pour f € Z*(G, k*), on notera w’ I’application w, relative au choix de f.
Comme Ceng(¢(0)) = ¢ (Ceng(0)), pour tout h € Ceng(o), on a

Wl ((h)) = wi” (h)
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Si o est supposé vraiment total, alors w)/” = 1 sur Ceng (o). On en déduit
que wi(a) = 1 sur Ceng(p(0)) et ce, en toute généralité sur f € Z2(G, k*).
L’élément (o) est donc lui aussi vraiment total. O

Nous avons vu (proposition 3.10) que les groupes cycliques étaient
des groupes vraiment totaux. Cette propriété va permettre de construire
d’autres exemples.

Proposition 4.3. Soit G un groupe fini de centre Z(G). Si Z(G) est
vraiment total et si, pour tout o € G —7Z(G), le centralisateur Ceng (o) de
o est vraiment total, alors G est vraiment total.

Démonstration. Considérons un corps k, un 2-cocycle f € Z2(G, E*), un
élément o € G et un sous-groupe G’ contenant o. L’application de restric-
tion Z(G, k*) — Z2(G', k*) associe & f un élément f' € Z?(G', k*) et les
fonctions w, associées a f et & f’ coincident sur G’.

Prenons un élément o € G — Z(QG) et posons G = Ceng (o). Puisque
G’ est vraiment total par hypothése, on en déduit que w, est trivial sur
G’

Prenons maintenant un élément o € Z(G) et un élément quelconque
g € G. Et distinguons deux cas :

e g ¢ 7Z(G), on o € Ceng(g) et alors

f(o,9) 1

9= g o) " mgle)

d’apres ce qui précede.
e g € Z(G), puisque Z(G) est supposé vraiment total, on a w,(g) = 1.
On en déduit finalement que G est vraiment total. O

Corollaire 4.4. Si n désigne un entier radicalaire (i.e. n est produit de
nombres premiers distincts deux & deuz) alors tout groupe d’ordre n est
vraiment total.

Démonstration. La preuve va s’effectuer par récurrence sur la longueur k
de l'entier radicalaire n = py - - - pg.

Pour £ = 1, un groupe d’ordre n = p; est cyclique et donc, d’apres la
proposition 3.10, est total.

Supposons la propriété vraie pour jusqu’au rang k > 1 et considérons
un groupe G d’ordre n = p1 - - - ppy1 radicalaire.
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Le centre Z(G) de G est d’ordre divisant n et est donc d’ordre un
produit de nombres premiers distincts deux a deux. Le centre Z(G) étant
abélien, il est donc cyclique et par conséquent vraiment total.

Considérons maintenant un élément o € G — Z(G). Le centralisateur
Ceng(o) de o est un sous-groupe strict de G d’ordre divisant n. Cet ordre
est donc égal a un produit d’au plus k£ nombres premiers distincts deux
a deux et, par hypothese de récurrence, c’est donc un groupe vraiment
total. La proposition 4.3 assure alors que G est vraiment total. (I

Ce corollaire fournit déja une vaste famille de groupes totaux. Nous
allons nous intéresser dans la suite de ce texte a une autre famille de
groupes totaux : les groupes quasi-CC.

Définition 4.5. Un groupe G sera dit de type CC (sigle pour "centrali-
sateurs cycliques") si pour tout g € G — {e}, le centralisateur Ceng(g) de
g dans G est un groupe cyclique.

Plus généralement, on dira de G' qu’il est quasi-CC'si son centre, Z(G),
est un groupe cyclique et si pour tout ¢ € G — Z(G), le centralisateur
Ceng(g) de g dans G est un groupe cyclique.

Les groupes de type CC sont bien siir quasi-CC. En effet, si G est un
groupe de type CC possédant un centre non-trivial, alors le centralisateur
de n’importe quel élément # e de ce centre vaut G et donc G est cyclique.

Les propositions 3.10 et 4.3 impliquent immédiatement qu'un groupe
quasi-CC est vraiment total. Tout groupe G d’ordre pq, un produit de deux
nombres premiers p # q, est quasi-CC. En effet, si G est abélien alors il
est cyclique et si G est non abélien, le centre Z(G) de G est donc d’ordre
1,p ou ¢ et donc dans tous les cas est cyclique. Si 'on prend maintenant
un élément g € G — Z(G), alors son centralisateur Ceng/(g) n’est pas égal
a G et donc, son ordre vaut p ou ¢q et est lui aussi cyclique.

4.2. Classification des groupes de type CC.

La classification que nous allons établir repose sur plusieurs résultats
profonds de théorie des groupes, en particulier la classification des groupes
de type CA (méme définition que pour CC, mais ’on remplace la condition
"centralisateurs cyclique" par "centralisateurs abéliens").

Cette classification des groupes de type CA est due, en plusieurs étapes,
a Brauer, Suzuki et Wall (voir [2] et [3]) et a constitué un préliminaire
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important au fameux théoréme de Feit-Thompson sur la résolubilité des
groupes d’ordre impair. Elle se résume ainsi :

Théoréme 4.6. (Brauer-Suzuki-Wall) Si G désigne un groupe de type
CA, alors G satisfait une des conditions suivantes :

o G est abélien.
o GG est isomorphe a PSLa(Fan) pour un certain entier n > 1.

o GG est un groupe de Frobenius.

Rappelons qu'un groupe de Frobenius GG peut s’écrire comme produit
semi-direct non trivial H x K et donc qu’en particulier un groupe de
Frobenius n’est jamais simple.

Nous aurons besoin dans la suite de ce texte de deux résultats sur
I’arithmétique des groupes de type CA :

1/ Un groupe de type CA est soit simple, soit résoluble (voir [5]).

2/ Un groupe G, fini, résoluble et de type CA est le produit semi-direct
H x F ou F est le groupe de Fitting de G (qui dans cette situation est
nécessairement abélien) et H est un certain sous-groupe de Aut(F) (voir
[6]-th 9]).

Notation 4.7. Pour deux entiers n,m > 2 et a € C;, d’ordre divisant n,

on notera C,, X, C,, le produit semi-direct de C,, par C,, ou l'action de

A\ € C, sur z € C,, est donnée par z* = a’z.

Théoréme 4.8. La collection des groupes de type CC est exactement la
réuntion des trois classes de groupes suivantes :

o Les groupes cycliques.

e Les groupe spéciaux linéaires projectifs de dimension 2 sur les corps finis
de caractéristique 2, PSLo(Fan).

e Les produits semi-directs de deuzx groupes cycliqgues G = C,, X, Cp, 0t
a € Cy, est d’ordre n et vérifie Vo € C,, — {0}, a* —1 € Cj,,.

Démonstration. Si G est un groupe de type CC, il est alors de type CA.
On est donc dans une des trois situations suivantes :

1/ G est abélien. Sous cette hypothese, étre de type CC équivaut immé-
diatement a étre cyclique.
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2/ G est isomorphe a PSLy(FF,) pour ¢ = 2". Montrons que, sous cette hy-
pothese, G est de type CC.

Remarquons pour commencer que, puisque F, est un corps de caracté-
ristique 2, le groupe G s’identifie au groupe SLa(IF;). Prenons maintenant
une matrice M € SLy(FF,) et distinguons deux cas :

a) Le polynéome caractéristique P de M est séparable. Sous cette hypothese,
il existe un entier m tel que P se décompose dans Fym et comme M est
de déterminant 1, il existe a € Fym — {1} tel que M soit semblable dans
a 0

SLy(Fgm ) & la matrice diagonale D = ( 0 a-l

) . Maintenant, la matrice

( CCL Z ) € SLy(Fym) commute avec D si et seulement si b = ¢ = 0, on

en déduit que

v 0 N .
Cenng(Jqu)(D) = {( 0 o ) /u€ qu} ~ Fim

Comme les matrices M et D sont semblables, les groupes CenSLQ(qu)(D)

et CenSLZ(qu)(M) sont conjugués et donc CenSLQ(qu)(M) est cyclique.
Maintenant, Cengr,, r,)(M) est un sous-groupe de CenSLQ(]qu)(M ), il est

par conséquent lui aussi cyclique.

b) Le polynome caractéristique P de M est inséparable. 11 possede donc
une racine double dans F,, mais puisque M est de déterminant 1, cette
racine vaut nécessairement 1. Ainsi, M est semblable & une matrice de

SLy(F,) de la forme T = < (1) i\ > avec A € F, (on suppose que A # 0,

car on s’intéresse au stabilisateur de M # I). Maintenant, la matrice

( CCL Z ) € SLy(F,) commute avec T si et seulement si ¢ = 0 et a = d,

on en déduit que

1
Cengp, r,) (1) = {( 0 ? ) /u€ Fq} ~ T,

qui est bien un groupe cyclique. Comme précédemment, on en déduit que
le centralisateur Cengy,,r,)(M) est bien cyclique.

3/ G est un groupe de Frobenius. Dans ces conditions, puisque G n’est pas
simple, il est résoluble d’apres [5]. Donc G est de type CA et est résoluble,
ce qui implique d’apres [6] qu’il est le produit semi-direct H x F' avec F'
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abélien et H un sous-groupe de Aut(F'). Comme G est de type CC, il en
est de méme de F et donc F' est cyclique. On en déduit que Aut(F) et
donc H sont abéliens, et comme H est de type CC, il est lui aussi cyclique.
Finalement, G est de la forme G = C,, x,C,, avec a € C}, d’ordre divisant
n. Pour finir la preuve, nous allons caractériser les produits C,, x, C,, qui
sont de type CC :

Lemme 4.9. Soient n,m > 2 des entiers et a € Cy, d’ordre divisant n.
Les conditions suivantes

i) G =C, X, C,, est de type CC,
it) Vo € C, — {0}, a®* —1€ C},,
sont équivalentes. Dans ces conditions, on a nécessairement o(a) = n.

Démonstration. ii) = i) Il est clair que, sous ’hypothese ii), a est d’ordre
n. Soit o = (x,y) € C,, X4 C,, non trivial, le centralisateur Ceng (o) est
un groupe cyclique. En effet, soit o/ = (2/,y') € C,, X4 Cpy, 00 a

o' € Ceng(o) <= (x,y)(,y) = (2',9)(2,y)
= (:c+1:’,y+azy’)/:(:c’+x,y'+a””/y)
= y+ady =y +ady
= Y(l—-a") =yl —a")

Si x =0 alors y # 0 et donc 2’ = 0 et ainsi Ceng (o) = Cp,.
Six # 0 alors ¥ = y(1 —a®)"1(1 —a*) et donc
Ceng(0) = {(\,y(1 —a®) (1 —a*)/ A€ Cu} = C,
non i) == non %) Soit g € C,, — {0} tel que a™ —1 ¢ Cy,. Distinguons
deux cas :

1/ a—1 ¢ Cj,. Considérons alors un entier d # 0 divisant m tel que
d(a — 1) = 0 mod(m). On a alors a = 1 mod(m/d) et donc pour tout
z, a® = 1 mod(m/d), ce qui implique que a*d = d mod(m). Pour tout
(z,h) € Cp, Xq Cpp, on a alors

(0,d)(x,h) = (x,d+ h) = (x,a*d + h) = (x,h)(0,d)

et donc C,, X, C,; a un centre non trivial, ce qui rend impossible le fait
qu’il soit de type CC.

283



B. DESCHAMPS & I. SUAREZ ATIAS

2/ a—1¢€Cj,. On a donc g # 1. Soit d # 0 mod(m) un entier divisant
m tel que d(a™ — 1) = 0 mod(m). Pour tout z € C,, on a

(0,0)(z,d) = (z¢ + x,a"°d) = (x + x0,d) = (x,d)(x0,0)

et donc le centralisateur de (z9, 0) contient le sous-groupe < (z,d) >, ¢ .
Par ailleurs, on a

(17d)(07 _d) = (17d(1 - a)) # (170) = (O’ _d)(lvd)

ce qui montre que ce centralisateur n’est pas abélien et donc que C,, x,C,,
n’est pas de type CC. O

Le lemme 4.9 achéve la preuve du théoréme 4.8. [l
On obtient alors comme corollaires :

Corollaire 4.10. Pour n > 1, les groupes PSLa(Fan) sont vraiment to-
tauz. Si le groupe PSLy(Fan) se réalise sur un corps k alors, pour tout
f € Z2(PSLy(Fan), k*), on a

dimg (2> F) = 9 4 1

Démonstration. La totalité de PSLg(Fon) découle du fait qu’il est de type
CC. La preuve de ce corollaire va donc consister en un dénombrement de
ses classes de conjugaisons.

Pour n = 1, on a PSLy(IF3) ~ S5 et 'on a vu que S3 contenait bien
3 = 2! + 1 classes de conjugaisons. On va donc supposer maintenant que
n > 2 et ’on va poser ¢ = 2". Puisque nous travaillons en caractéristique 2,
on a PSLy(FF,) = SLa(FF,). Pour M € M5(F,), on notera II; son polynoéme
caractéristique.

Montrons préalablement deux résultats élémentaires d’algebre linéaire :

1/ Si M, N € Ms(FF,) sont semblables alors il existe Py € SLy(IF) telle que
M = PoNFy ! Autrement dit, Porbite de conjugaison d’une matrice de
M>(F,) est la méme sous I'action de GLa(F,) que sous I'action de SLa(Fy).

Cette propriété découle du fait que, puisque F, est de caractéristique 2,
alors tous les éléments de F, sont des carrés. Si P € GLa(IF,) est telle que

M = PNP~!alors Py = \/ﬁ(P)P est un élément de SLy(F,) qui vérifie
M = PyNP; .

2/ Deux matrices M, N € M>(F,) sont semblables dans My(F,) si et
seulement si ITy; = I1y.
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Pour cette propriété, le sens direct est évident. Pour la réciproque, si
IT = Iy = Hy est inséparable alors en notant A € Ma(F2) la racine
double de II, on a que, soit M = N = A, soit M et N sont semblables

1
0 A
de degré 2, M et N sont diagonalisables dans M(FF,2) et toutes deux
semblables a une méme matrice diagonale de Mj(IF,2). Dans tous les cas,
M et N sont semblables dans Ma(F2).

Montrons que cela implique qu’elles le sont aussi dans Mz (F,). Notons
a € F2 un élément primitif et considérons une matrice P € GLa(F2) tel
que PM NP. 1l existe R,Q € My(F,) tels que P = R + aQ et par
suite on a RM = NR et QM = NQ et donc pour tout x* € Fp2, on a
(R4 2Q)M = N(R + z@). L’application x — det(R + zQ) est alors un
polynéme de degré au plus 2 qui n’est pas nul (puisque non nul en = = «),
il possede au plus deux racines, mais comme g > 4, il existe donc = € F,
tel que (R + 2Q) € GLy(FFy).

Dénombrons maintenant les classes de conjugaison et considérons une
matrice M € SLy(IF,). Distinguons deux cas :

a la matrice < ) Si II est séparable, comme c’est un polynoéme

a) Le polynome IIy; est inséparable. Puisque det(M) = 1, on a I, (X) =
X2 —1 et donc, soit M = I, soit M est semblable & la matrice ( >

Il y a donc deux classes de conjugaison correspondant a des matrlces A
polynoémes caractéristiques inséparables.

b) Le polynéme II; est séparable. Puisque d°IIy; = 2 et que det(M) = 1,
il existe un élément a € Fp — {0,1} tel que a + a™l € F, et tel que
My (X)=X2—(a+a )X + 1.

Réciproquement, pour tout o € Fy2—{0, 1} tel que ata! € F,il existe
M € SLy(F,) tel que Iy (X) = X% — (a+a 1) X + 1. Pour voir ce fait, il
(1) o+ ifl > Ainsi,
I'ensemble des classes de conjugaison des matrices de SLa(IF;) & polynémes
caractéristiques séparables est biunivoquement décrit par I’ensemble Ej
constitué des éléments o + a~* € Fy avec a € F2 — {0,1}.

Onaa+a ! =p+p71siet seulement si a = 3 ou o = B~1. Comme
a # 1, on en déduit que le cardinal de F; vaut exactement la moitié du
cardinal de I'’ensemble E» constitué des éléments o € F 2 — {0, 1} tels que

suffit de considérer la matrice de Frobenius M = (
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a+ a~! € F,. Dénombrons ce dernier ensemble : il contient F, — {0,1},
ce qui fait déja ¢ — 2 éléments. Soit maintenant o € Fy — F,. Puisque
a est racine de I, on en déduit que o' est le conjugué de «, ce qui
équivaut a dire que a? = a~! ou encore que a?t! = 1. Réciproquement,
tout a € F2 — {1} vérifiant a9t =1 est un élément de Ey — [F,. Puisque
F?; est cyclique d’ordre > —1=(qg—1)(g+ 1), il existe un sous-groupe
d’ordre ¢ + 1 dans IE*‘ZQ et donc, il y a ¢ + 1 éléments de 2 vérifiant
a?tt = 1. Ainsi F» — Iy compte g éléments et, par suite, Fo compte 2g — 2
éléments.

Il y a donc g — 1 classes de conjugaison de matrices de SLy(F,) & poly-
noémes caractéristiques séparables, ce qui, ajouté au 2 autres classes trou-

vées dans le cas inséparable, donne finalement ¢+ 1 classes de conjugaison
dans SLy(FFy). O

Corollaire 4.11. Soient n,m > 2 des entiers et a € C}, d’ordre o(a) = n.
Si la condition

Vz € C, — {0}, a* —1€C},

est vérifiée, alors le groupe G = C,, X4 Cpy est vratment total.

Dans cette situation, si G se réalise sur un corps k alors, pour tout
f €Z3(G,k*), ona
m—1

dimj, Z(A) = n +
kZ(2AF) -
Démonstration. La totalité de G découle du fait qu’il est de type CC. La
preuve de ce corollaire va donc consister en un dénombrement des classes
de conjugaison dans G.

e 0 =(z,0), x # 0 : pour tout y € C,,, on a
(07y)(x70)(07 _y) = (xay(l - ax))

Comme (1 — a®) est un élément inversible de C,,, on en déduit que

{(z,\)/ X € Cp} C (2,0).
Comme C,, C Ceng(c), on a f(z,0) = [G : Ceng(o)] < m et, par suite,
on a finalement que

—~

(z,0) ={(z,\)/ A e Cp}

Ceci détermine n — 1 classes de conjugaisons paramétrées par les x € C,
non nuls.
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e o0 =(0,y), y #0: pour tout z € C,, on a
(.CIZ', 0)(07 y)(—x, 0) = (07azy)

Soient z, 2’ € Cy, tels que a®y = a*'y, ce équivaut a y(l — azfg”/) =0.Si
on avait « # 2’ alors, comme (1 — a®*") est inversible, on aurait y = 0,

ce qui est absurde. On en déduit que {(0,a"y)/ x € C,} C (0,y) et que
cet ensemble compte exactement n éléments. Puisque C,, C Ceng(o), on

a #(0,y) = [G : Ceng(0)] < n. 1l s’ensuit que

(an) = {(07axy)/ (S CN}
Il y a donc classes de conjugaisons paramétrées par les y € C,, non
nuls. En rajoutant a ce décompte la classe neutre, on obtient bien pour
nombre de classes de conjugaison n + mTfl dans G. U

m—1

Remarque 4.12. a) Le fait que lentier n divise ’entier m — 1 n’est pas du
tout naturel, cette propriété découle bien sur du fait que Vx € C,, — {0},
a®—-1eCy,.

b) La condition Vx € C, — {0}, a® —1 € C}, implique que m est un entier
impair, car dans le cas contraire, on constate que si a est impair alors a —1
ne 'est pas et n’est donc pas inversible modulo m. On peut préciser un
peu la condition, en regardant la décomposition en facteurs premiers de
m :

Lemme 4.13. Si m = [[p;" est la décomposition en produit de facteurs
premiers d’un entier impair m > 3, et si a € C;, est un élément d’ordre
multiplicatif o(a) = n, alors les propriétés suivantes

i) pour tout x € C,, — {0}, a® — 1 € C},

ii) pour tout indice i, l'ordre multiplicatif de a modulo p;* vaut n et n|p;—1,
sont équivalentes.

Démonstration. i) = ii) L’isomorphisme C; ~ [] C;:i assure que l'ordre

de a modulo p;* vaut bien n pour tout . En effet, pour tout = € C,, — {0},
onaa®—1¢ C}, et donc a® — 1 est inversible modulo p;* et donc non
nul. On peut donc se limiter maintenant au cas ou m = p". Les éléments
de C;r d’ordre une puissance de p sont exactement les éléments congrus a
1 modulo p et aucun d’eux ne vérifie la condition i). Donc, aucun élément
non trivial de < a > n’est d’ordre une puissance de p. Comme C;r ~
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Cp—1 X Cpr—1, on en déduit que a appartient au facteur C,—1 et donc que
nlp — 1.

ii) = i) En utilisant & nouveau Iisomorphisme Cj;» >~ Cp—1 X Cpr—1, on
voit que la condition n|p — 1 implique que l'ordre de a modulo p" est le
méme que lordre de a modulo p et donc pour tout z € C,, — {0}, on a
a” # 1. L’isomorphisme C}, ~ [] C;fi implique finalement le i). O

Cette remarque permet d’exhiber plus efficacement des produits C,, X,
C,n de type CC. Pour m = 341 = 11 - 31 ou 8281 = 72 - 132 on trouve

C1o X244 C341, C1o X277 C341, C10 Xa6 C341, C10 X178 C341, Cp X 3020 Cg281,
Cg X 2175 Cgo81 comme exemples possibles.

c¢) La question de la classe d’isomorphisme d’un produit C,, X, C,, se pose.
Dans le cas ot ils sont de type CC, on peut caractériser simplement cette
classe.

Lemme 4.14. Soient n,m,n’,m’ > 2 des entiers, a € C, un élément
d’ordre n vérifiant, pour tout x € C, — {0}, a* —1 € C;, et b € C}, un
élément d’ordre n' vérifiant, pour tout x € C,y — {0}, b* —1 € C},. Les
conditions suivantes

i) les groupes C,, X4 Cpy et Cpr Xy, Cpyr S0t isomorphes,
it) n=n', m=m' et a et b engendrent le méme sous-groupe de C},,
sont équivalentes.

Démonstration. ii1) = i) Par hypothese, il existe un entier k premier &
n tel que b* = a. L’application

Cn Xa Cm — Cn Xp Cm
(z,a) —  (kz,q)

est alors un isomorphisme de groupes.

i) = i) Rappelons deux propriétés classiques sur les groupes de Fro-
benius :

e Un produit semi-direct G = H x K est un groupe de Frobenius de
complément de Frobenius H si et seulement si pour tout k£ € K — {e} on
a Ceny (k) = {e}.

e Le noyau de Frobenius d'un groupe de Frobenius G est égal au sous-
groupe de Fitting F'(G) de G, c¢’est-a-dire au plus grand sous-groupe nor-
mal nilpotent de G.
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A cause des hypotheses faites et de ce qui précede, le groupe G =
Cp X4 Cpy (resp. G = C,v Xy, Cpy) est un groupe de Frobenius. Soit
aeC,—{0}tetxeC, ona

(,0)(0,a) = (0,0)(2,0) <= a"a=a <= a(a®* —1) =0

Puisque, pour tout z € C,, — {0}, I’élément a® — 1 est inversible, on en
déduit que Cenc, (o) = {0} et donc que C,, (resp. C,) est le complément
de Frobenius de G (resp. G').

Le groupe C,,, étant abélien, c’est un sous-groupe de G qui est distingué
et nilpotent. On a donc C,, C F(G), mais comme le complément de Fro-
benius de G est C,,, on a que G ~ C,, x F(G) et, pour des raisons évidentes
de cardinalité, on en déduit que C,, = F(G) (resp. C,y = F(G')).

Considérons un isomorphisme ¢ : G — G’. Puisque ¢ envoie isomor-
phiquement F(G) sur F(G'), on en déduit que m = m’ et, par suite, que
n = n'. L’application ¢ définit alors, par restriction, un automorphisme
de C,, et il existe donc un élément u € C;, tel que ¢(0,1) = (0, u). Posons
formellement ¢(1,0) = (v, w), on a alors

(v,w+b"u) = (v,w).(0,u) =¢(1,0).0(0,1) = ¢ ((1,0).(0,1))
= @(La) = (p((ova)( 70)) ( ) (170)

= (0,au).(v,w) = (v,w + au)
et donc au = b%u, ce qui implique (puisque u est inversible) que a =
b’ €< b >. Le méme raisonnement effectué sur ¢! montre finalement
que < a >=<b>. O

Un cas pratique d’application du corollaire 4.11 est celui ou m =p > 3
est un nombre premier, n > 2 un entier divisant p — 1 et a un générateur
du sous-groupe d’ordre n de Cj. Par exemple G = Cy X2 C3, C2 x4 Cs,
C4 X9 G5, Cy xg C7, C3 xo C7, Cg x3 C7---. Un autre cas intéressant
concerne le groupe diédral :

Corollaire 4.15. a) Pour toutn > 1, le groupe diédral Dyy12 est vraiment
total et quand il se réalise sur un corps k, on a pour tout f € Z*(Dyny2, k*),

dimg Z(AY " 2) = 1+ 2

b) Pour tout n > 1, si le groupe diédral G = Dy, se réalise sur un corps
k, alors pour tout f € Z*(Dyy, k*), on a

dime(Ql]]?“") =noun+3
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Démonstration. Le a) découle du corollaire 4.11 pour le choix n = 2,
m=2n+1eta=—1.

b) Pour ce qui est du groupe diédral

2n—1

D4n:C2 IX—ICQTL:{e;pv"'7p _70—70—p7"'70—p2n_1}

on a Z(Dyy) = {e, p"} et les classes de conjugaisons et centralisateurs dans
Dy, sont :

e ¢ = {e}, Cenp,, (¢) = D2y,

« 77 = {7}, Cenp,, (¢7) = Day

. ;’; = {p*, p=*}, Cenp,, (p*) = Ca,, pour tout k =1,--- ,n—1
oG ={o,0p% - ,0p* 2}, Cenp,, (0) = {e,p", 0,0p"} ~ Cy x Co

e op={op,ap®,--- ,0p* 1}, Cenp, (o) = {e, p",0p,0p" 1} =~ Cy x Cy
Posons D4nconj ={e,p,---,p" 0,0p} et

S = {U € D4”conj/ wa|CenD4n(a) = 1}

Comme pour tout k = 1,--- ,n — 1, Cenp,, (p¥) est cyclique on en
déduit que p* € S et donc que S compte au moins n éléments. La fin de
la preuve va consister a montrer que les trois éléments p”, o et op sont,
soit simultanément dans S, soit simultanément hors de S. Remarquons
préalablement que comme p" € Co,, on a Wor |0y, = 1

Posons A = wy(p"). Comme 1 = wy(e) = wy(p"p") = we(p™)? = A2 on
en déduit que \ = +£1.

e Si A =1 alors

® Wpni,, =1et wpn (%) = wyn (o) wpn (p¥) = wyn (o) = A71 = 1, pour
tout £ =0,---,2n — 1. Ainsi, Wor 1, = 1 et donc p™ € S.

® ws(e) =1, we(o) =1, we(p") = A =1, wo(0p") = wo(o)ws(p") =
A=1.Donco € S.

o Wop(€) = 1,wop(0p) = 1, wop(p") = wpn(0p) ™! = wpn (o) wpm(p) ™' =
= Wop(0pp") = Wop(0p)wep(p™) = wpn(op)™ = 1.

A =1, wep(op™)

Donc op € S.

Si A = —1 alors
e wyn(o) =A"1 = —1 et ainsi Wor p,, 7 1. Donc p" ¢S.
e wy(p") = —1 et ainsi Wo|Cenp, (o) # 1. Donc o ¢ S.
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® Wop(p") = wo(p™)w,(p”) = —1 et ainsi Wop|Cenp, (o) # 1. Donc
op ¢ S. O

Pour le cas du groupe Dy, nous n’affirmons pas qu’il n’est pas vraiment
total. Pour autant, le calcul numérique montre que les groupes Dy, ne sont
pas vraiment totaux pour n=1,---,8.

Si 'on exclut le cas du groupe diédral et celui ot m est un nombre pre-
mier, les cas possibles rentrant dans le cadre du corollaire 4.11 et restants
pour m < 100 sont alors

Cyx7Co5 CyxigCo5 C3x18Cs9 Cgx19Cag C3 X309 Cag
Ce x31 Cy9 CyxgCps Cyqx18Ces Cyq xq7 Cg5  Cyq x57 Cos
Cyx13Cg5 Cgx33 Cgs Cyqxyr Cgs Cy 72 Cg5 C3 X9 Coy
Co X190 Cg1 C3x16 Cg1 Cg 17 Cg1 C3 x74 Cg1 Cg X 75 Co1
C3 xg1 Cg1 Cg xg2 Co1

Pour compléter ces résultats, nous donnons quelques autres exemples
pour des produits semi-directs de groupe cycliques. Nous rappelons que
dans ces tableaux, les dimensions dime(Ql?) données, quand il y en a plus
d’une, sont toutes atteintes pour un bon choix de corps k et de cocycle f.

a) Exemples de produits semi-directs de deux groupes cycliques qui ne
sont pas des groupes totaux.

G Ca x5 C12 | Ca X7 Cra | Cy x3Cy | Cy x5 Cg
o(G) 24 24 16 24
G conj 12 15 10 12
dime(QlJCf) 6 ou 12 6 ou 15 40ul0d | 6oul2
G C6 D<3C4 Cg I><3C4 CG I><5CG
o(G) 24 32 36
G conj 15 20 18
dime(QlJCf) 6 ou 15 8 ou 20 9 ou 18

b) Ezemples de produits semi-directs de deux groupes cycliques qui ne
sont pas de type CC mais qui sont totauz.
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G C2 l><308 C2 X5 Cg Cg [><4C9 Cg l><7Cg
o(G) 16 16 27 27
£G con 7 10 11 11
dime(QL?) 7 10 11 11
G C4 X9 Cg C4 X4 C5 C4 Xg C7 Cﬁ X9 Cg
o(@) 12 20 28 18
£G conj 6 8 10 9
dim;, Z(A%) 6 8 10 9

4.3. Les groupes méta-dicycliques.

Dans ce paragraphe nous présentons I’exemple d’une famille de groupes
finis quasi-CC qui ne sont pas de type CC.

On se donne deux entiers n,m > 1 et 'on consideére le groupe I' =
Cym X -1 Cay. On considere le sous-groupe d’ordre 2, H =< (2m,n) > qui
est visiblement distingué dans I' puisque contenu dans le centre de T'.

On considére alors le groupe quotient d’ordre 4mn, A, = I'/H. On
appelle les groupes A7 les groupes méta-dicycliques. Cette terminologie
provient du fait que pour m = 1, le groupe A} est égal au groupe dicy-
clique Qy,,-

Proposition 4.16. Si n et m sont premiers entre eux, alors le groupe
méta-dicyclique A}, est un groupe quasi-CC. Par ailleurs, si en plusn > 2
alors le groupe A}, n’est pas de type CC.

Démonstration. Posons G = A7, Lorsque n = 1, on a I' = Cyy, x Cy et
par suite, Al ~ Cy,, qui est bien de type CC, donc quasi-CC. Supposons
maintenant que n > 1.

Le premier point a observer est que, si 'on note s : I' — G la surjec-
tion canonique, on a Z(I') = s~ 1(Z(G)) et pour tout a € ', Cenr(a) =
s71(Ceng(s())). En effet, si h, k' € G ont pour représentants o = (z, g)
et o/ = (2/,¢') dans T, alors la condition hh/ = h'h équivaut a

(x+2 9+ (-1)%) = (' + 2,4 + (—1):’3/9) modH
mais du fait de Iégalité = + 2/ = 2/ + x, I'égalité modulo H ci-dessus

équivaut a 1’égalité tout court, c’est-a-dire & aa’ = o/a. On en déduit que
Z(G) = Z(T")/H et que pour tout o € I, Ceng(s(a)) = Cenr(a)/H.
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Un élément (z,g) € I' est dans le centre de I' si et seulement si, pour

tout (z',7'), on a
(1= (=1)")g = (1 - (1))

Le choix ¢’ = 0 et 2/ = 1 montre que 2g = 0 et donc que g = 0 ou n.
Le choix 2/ = 0 et ¢ = 1 montre que z € 2Cy,,. On en déduit que le
centre de I' est égal & Z(I") = 2Cyyy, X nCay. On a donc Z(G) = Z(I")/H =
2C 4 xnCap/(2m,n) = $(2C4m,) =~ Capm, et le centre de G est bien cyclique
non-trivial. En particulier, G n’est pas de type CC.

Etudions maintenant les centralisateurs. Soit o = (z,g) € T, alors
o = (2',¢") € Cenr(a) si et seulement si

(€) (1=(=1)")g=(1—-(-1)")g
Distinguons deux cas :

1/ @ ¢ 2Cyyy, : la condition (C) équivaut alors a 2¢' = (1 — (=1)*)g.

e Si 2/ € 2Cy,, alors ¢ = 0 ou n et les éléments o’ correspondent alors
a 204m X TLCQn = Z(F).

e Si 2’ ¢ 2Cy, alors 2¢' = 2¢, ce qui équivaut a ¢’ = g ou g + n.

Ainsi, ordre de Cenr(a) vaut 8m. Pour tout entier k, on a (1,9)* =
(k, ﬂg), on en déduit que, modulo H, I’élément (1, g) est d’ordre 4m.
Par ailleurs, puisque Ceng(s(a)) = Cenr(a)/H, l'ordre de Ceng(s(a))
vaut 4m et donc, on en déduit finalement que

Ceng(s(a)) =< s(1,9) >~ Cum
est cyclique.

2/ & € 2Cyy, : la condition (C) équivaut alors & (1 — (=1)*)g = 0. On
s’intéresse aux centralisateurs des éléments qui ne sont pas dans le centre,
on peut donc exclure le cas g = 0 ou n. Dans cette situation on a néces-
sairement x’ € 2Cy,, et, par suite, on a Cenp(a) = 2Cy,, x Cay,.

e Si n et m sont impairs, puisqu’ils sont premiers entre eux, on a

Ceng(s(a) = 2CamxCan o CanxCn o CoxCrxCuxC
~ CQXC XCn_Can

qui est bien cyclique.
e Si un des deux entiers n ou m est pair alors étudions I'ordre modulo
H de I’é1ément (2,1) € Cenr(a). On a, pour tout entier k, (2,1)¥ = (2k, k)
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et donc

k =m mod(2m)

{ k =n mod(2n)

Jh€Z/ k=m(1+2h)
{ GeZ/ k=n(l+2t)

Comme n et m sont des entiers premiers entre eux, les dernieres re-
lations montrent qu’ils divisent tous deux des entiers impairs, ce qui est
contradictoire avec I’hypotheése. On en déduit donc que (2,1) est d’ordre
2nm modulo H, ce qui est exactement l'ordre de Ceng(s(a)) = 2Cyy, X
Copn/H. Ainsi, Ceng(s(a)) =~ Copyp est cyclique, ce qui achéve la preuve.
O

Corollaire 4.17. Les groupes méta-dicycliques A}, sont vraiment totaux
dés que n et m sont premiers entre eux. Dans cette situation, si A}, se
réalise sur un corps k, alors pour tout f € ZQ(AQ” k*), on a

dimgZ(AL™) = m(n + 3)

En particulier, pour tout n > 1, le groupe dicyclique Q,, est vraiment
total et, si Qy, se réalise sur un corps k, alors pour tout f € Z*(Qy,,, k*),
on a

dimgpZ(A*") =1+ 3

Démonstration. 1l s’agit de dénombrer les classes de conjugaisons de A7),.
On reprend les notations précédentes et 'on commence par décrire les
classes de conjugaison de I'. Soit (z,g) € I, pour tout (y,h) € I, on a

(y,h)(z,9)(y, )™ = (y+z,h+ (=1)Yg)(—y, —(=1)¥h)
= (z,(=1)Yg + h(1 - (=1)"))

1/ Si x € 2Cyyy, alors le produit précédent vaut (x, (—1)Yg) et on en déduit
que

—_~—

(xhg) = {(IL’,g), (.’L‘, _g)}
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L’ensemble de classes correspondantes est donc

{(‘Tag)/ T € 2C4m7 g = 07‘ o 7”}
ensemble qui compte 2m(n + 1) éléments.

2/ Si x ¢ 2Cyy,, alors le produit précédent vaut (z, (—1)Yg + 2h) et on en
déduit que si g € 2Co, alors

—_~—

(x7g) - {(.%',0), ($72)7 T (37,277, - 2)}

et si g ¢ 2Cqy, alors

—_~—

(x7g) - {(.%', 1), (33, 3)7 T (3?, 2n — 1)}
L’ensemble de classes correspondantes est donc
{(2,0),(@,1)/ @ ¢ 2Can }

ensemble qui compte 4m éléments.

En conclusion, il y a 2m(n + 3) classes de conjugaison dans I'. Par
passage au quotient, on en déduit que les classes de conjugaisons de G
sont la réunion des deux ensembles suivants

{s(x,g)/x:O,Q,... 2m—2, g=20,--- m}

et
{s(x,(]),s(:c,l)/ r=1,3,---,2m — 1}

Il y a donc m(n + 3) classes de conjugaison dans G, ce qui achéve la
preuve. (Il

4.4. Totalité et opérations sur les groupes.

L’ensemble des groupes vraiment totaux n’est stable par aucune opéra-
tion usuelle sur les groupes. Plus précisément :

e Si (G est vraiment total et si H est un sous-groupe de G, alors H n’est
pas forcément vraiment total. Par exemple, le groupe G = Cy x3 Cg est
vraiment total, mais ’action de Cs sur le sous-groupe d’ordre 2 de Cg étant
trivial, on en déduit que G possede un sous-groupe isomorphe & Cy x Cq
qui n’est pas vraiment total.
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e Si G est vraiment total et H est un sous-groupe distingué de G, alors
le groupe quotient G/H n’est pas forcément vraiment total. Par exemple
G = Qg posséde un quotient isomorphe a Cqg x Ca.

e Si GG est extension de deux groupes vraiment totaux H et N, alors G
n’est pas forcément vraiment total. Par exemple, H = Qg et N = Cy sont
vraiment totaux, mais G = C4 X _1 C4 qui est extension de N par H ne
I’est pas.

e Si G et H sont vraiment totaux, le produit cartésien G x H ne l’est pas
forcément. Par exemple, pour G = H = Ca, le groupe Cs x Cy n’est pas
vraiment total.

On peut toutefois obtenir des résultats sur la totalité si I’on impose
quelques hypotheses. Pour les produits cartésiens, on a :

Proposition 4.18. Soient G et H deux groupes vraiment totauz. Si o(G)
et o( H) sont des entiers premiers entre eux, alors le groupe produit G x H
est vratment total.

Démonstration. On identifie G et H a leurs images canoniques dans Gx H.
Considérons un élément 0 = a8 € G X H avec a € G et B € H. On a
Cengx (o) = Ceng(a) x Cenpg(f) et il s’agit de montrer que pour tout
z € Cengyp (o), on a wy(z) = 1. Ecrivons = gh avec g € Ceng(a) et
h € Ceng(f3), remarquons que «, 3, g, h commutent deux & deux et donc

we(r) = wap(gh) = wa (g)waﬁ() ;d; HaB)wy, H(af)

(e (e o g 1(8)  wi(g)usa(h)es () (1)
= wa(h ws(g) (car a,g € G, B,h € H et G, H sont totaux.)

I
E

Comme h € H, wq(h) est une racine o(H)-éme de 'unité, mais comme
wp(a) = wa(h)™! et que a € G, on en déduit que wy(h) est aussi une
racine o(G)-eéme de 'unité, et comme o(H) et o(G) sont premiers entre
eux, on en déduit finalement que wy(h) = 1. On montre de la méme fagon
que wg(g) = 1 et ainsi, wy(z) = 1. O
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Complétons le cas des produits par quelques résultats obtenus sur ma-
chine :

G CQXS3 CgXSg CQXQS CQXA4
o(G) 12 18 16 24
1G conj 6 9 10 8
dimZ(AF) | 3 ou 6 9 4 ou 10 6 ou 8
G Ca x Qg | Cqg x5 | CaxCyxS3|CyxDig
o(G) 24 24 24 20
G con; 12 12 12 8
dime(QlJCf) 6oul2 | 6oul2 3,6 ou 12 5 ou8
G CQ X Dg 05 X Dg CQ X D12 CQ X D14
o(G) 16 24 24 28
G con; 10 15 12 10
dime(QlJCf) 1,40ull0| 6 oulb 3,6 ou 12 7 ou 10

Le cas du groupe G = C3 x S5 est intéressant puisqu’il constitue un
contre-exemple, dans le cas non-abélien, a la réciproque de la proposition
4.18. Par ailleurs, puisque le centralisateur du couple (1, p) est isomorphe
a C3 x Cs, ce groupe constitue un exemple de groupe total qui n’est pas
quasi-CC.

La proposition 4.18 couplée a ’étude des groupes quasi-CC permet
d’exhiber une large famille de groupes totaux dont aucun n’est quasi-CC :
on prend les produits cartésiens G x H ou G et H sont des groupes quasi-
CC non cycliques d’ordre premier entre eux (les éléments non centraux des
facteurs G et H n’ont alors pas de centralisateurs cycliques). Par exemple,
les groupes PSLy(Fan) x (Cy; x4 Cog) sont totaux mais pas quasi-CC dés
que n # 11 mod(23) et n # 5 mod(11).

Le fait que la totalité ne soit pas stable par passage au quotient est
lié au fait que les stabilisateurs d’un groupe quotient peuvent "grossir". Si
I’on peut controler ces stabilisateurs, on peut alors conclure :

Proposition 4.19. Soient G un groupe vraiment total, H un sous-groupe
distingué de G et s : G — G/H la surjection canonique. Si, pour tout
aeG—Hona

5(Ceng (o)) = Ceng /g (s(a))

alors le groupe quotient G/H est vraiment total.
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Démonstration. Considérons un 2-cocyle f € Z?(G/H,k*) et f’ I'image
de f par l'application d’inflation Z*(G/H,k*) — Z*(G,k*). On a, par
définition, pour tout g,h € G, f'(g,h) = f(g,h). Soit donc o € G — H,
par hypothese quand g parcourt Ceng(o), g parcourt Ceng, (@) et donc
on a

wy(9) = wo(g) =1

ce qui prouve que G/H est vraiment total. O

Une illustration pertinente de cette propriété consiste a regarder 1’épi-
morphisme Q,,, — Da,. Si 'on présente ces groupes de la maniere sui-
vante :

2 2 -1 -1
Q4n:<aaﬁ|an:€>5:anaﬁaﬁ =« >

Dy, =<p,0|p=¢€, 02 =e, opo=p >
alors Z(Qy,) =< o™ >=< 2 > est d’ordre 2 et I'on a la suite exacte

1 —=7(Qqy) Qyn —> Doy, 1

ou s(a) = p et s(f) =o.

Si n = 2m est pair, alors Cenq, (a™) =< a > puisque Bam™pB~l =
a” ™ #£ ™. Cependant,

Cenp,, (s(a™)) = Cenp,, (p™) = Da,, # s(Cenp,, (a™)) =< p >

ce qui montre que les hypotheses de la proposition 4.19 ne sont pas vérifiées
lorsque n est pair.

Sin = 2m+1 est impair, les classes de conjugaison et les centralisateurs
sont : € = {e}, Cenq, (e) = Qu,, Cenp,, (¢) = Da, = $(Qun)
g’j = {a"}, Ceng, (a") = Qg Cenp,, (s(a")) = s(Cenq, (a™))
ak = {a¥ a=F}, CenQ4n(ak) =<a>pourtout k=1,--- ,n—1

pb = {p*,p7*}, Cenp,, (s(a¥)) =< p >= s(Cenq, (a*)) = s(Cenq, (a**™))
pour tout k=1,---,m

@1: {ﬁ,BOKQ,' te 56042”_2}, CenQM(ﬁ) =< 6 >
50[ = {ﬂaaﬁa37 T 7ﬂ0€2n_1}, CGHQML (BO[) =< ﬂa > d’ordre 4

o ={o,0p,-++,0p*™}, Cenp, (0) =<0 >= s(Cenq, (B)) = s(Cengq, (8%))
et nous sommes la en pleine application de la proposition 4.19, ce qui
donne une autre preuve de la proposition 4.15.a).
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