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Cup i-produit sur les algebres graduées avec
symétries et algebres de Gerstenhaber

ARwWA ABBASSI

Résumé

Dans ce papier, on définit, dans le cadre des algebres graduées avec symé-
tries la notion de cup i-produit introduite par Steenrod dans [11]. En utilisant le
cup 1l-produit, on montre que la cohomologie associée a une algebre graduée avec
symétries est une algebre de Gerstenhaber.

Cup i-product on the graded algebras with symmetries and
Gerstenhaber algebra

Abstract

In this paper, we define in the framework of graded algebras with symme-
tries the notion of cup é-product introduced by Steenrod in [11]. With the cup
1-product, we prove that the cohomology of a graded algebra with symmetries is
a Gerstenhaber algebra.

1. Introduction

Dans ce travail, on définit la notion de cup i-produits sur les algébres
graduées avec symétries (AGS en abrégé). Rappelons que pour un anneau
commutatif R, une AGS est la donnée d’un foncteur

T: Fin — Ag

La catégorie Fin étant celle dont les objets sont les ensembles [n] = {0, 1,

-,n}, n > 0 et les morphismes sont les applications quelconques. La
catégorie Ag est celle des R-algeébres commutatives unitaires (cf. [1] pour
plus de détails). Ces AGS sont une généralisation des formes différen-
tielles étendues et des formes différentielles non commutatives introduites

Mots-clés: algebre de Gerstenhaber, algeébres graduées avec symétries et cup i-
produits.
Classification math. : 18G55.
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A. ABBASSI

par Connes (cf. [3]). En utilisant le cup 1-produit, on montre que la co-
homologie associée & une AGS est une algebre de Gerstenhaber. On rap-
pelle que la notion d’algebre de Gerstenhaber a été introduite par Murray
Gerstenhaber (cf. [6]) en 1963. Précisement, Gerstenhaber a montré que la
cohomologie de Hochschild HH*(A) de toute algebre associative A peut
étre munie d’un cup produit de degré 0 et d’un crochet de degré -1. Le cup
produit est associatif et commutatif et le crochet munit HH*(A) d’une
structure d’algebre de Lie graduée. De plus, le crochet est une dérivation
pour le produit.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

— Dans le premier paragraphe, on rappelle les notions d’algebres diffé-
rentielles non commutatives, d’algébres graduées avec symétries et la
notion de cup i-produits sur les algebres différentielles non commu-
tatives.

— Dans le deuxiéme paragraphe, on définit la notion de cup i-produits
sur les AGS et on dégage quelques propriétés de ces cup i-produits.

— Dans le troisieme et dernier paragraphe, on montre que la cohomolo-
gie associé a une AGS est une algebre de Gerstenhaber.

2. Rappels

Commencgons par rappeler quelques résultats concernant les formes dif-
férentielles non commutatives données dans [3] et [7] et la définition des
cup i-produits sur ces mémes formes ainsi que leurs propriétés donnés dans

[1].

2.1. Formes différentielles non commutatives

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algebre unitaire.
Les formes différentielles étendues de degré n sont les éléments du produit
tensoriel de k-modules

T(A)=ARA® --®A

(n+1 facteurs). Sur T*(A) = ®p>0T"(A), on définit un opérateur de carré
nul :

D : T"(A) — T (A)
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par la formule suivante :
Day®a1® +®ap) =1R0aR@a1 Q- Qa,—aR1R®a ® - Qay,
4o+ ()" @@ ®a, @1,
et un produit
T™(A) @ TP(A) — T"P(A),
par la formule
(A ®a1® - ®ap)(bp @01 ®---®by) =a)®a1 @ Rapbp@b1 @ --Rby,.
Pour toutes formes w € T"(A) et § € TP(A), la différentielle D vérifie
I'identité de Leibniz :
D(wh) = D(w)8 + (—1)"wD(6).
On a en outre une action a droite du groupe symétrique Sy, 41 sur 7" (A).
En effet, en identifiant S, 41 a 'ensemble des permutations de {0,1,---n},
I’action est définie par la formule suivante :
(ao & ay K- ® an)g = aa’((]) ® ao’(l) (SO0 aa’(n)‘

Pour une k-algébre A on pose Q°(A) = A et Q'(A) le noyau de Iapplica-
tion :

ARA — A

rQ®Yy > Y

Le produit tensoriel étant celui de k-modules. En fait le k-module Q*(A)
est aussi un A-bimodule et les formes différentielles non commutatives de
degré n sont les éléments du produit tensoriel de A-modules :

Q"(A) =N A) @ QN A) @ --- @ QN (A)(n facteurs de Q'(A)).

La somme Q*(A) = @,>0Q2"(A) est une algebre graduée de manieére évi-
dente, le produit de deux formes étant obtenu en juxtaposant les produits
tensoriels. Considérons I’homomorphisme de k-modules

d:Q%A) — Ql(A4),
défini par la formule

dla)=1®a—a®1.
On a alors I'isomorphisme suivant :

AR Ak — QYA
TRy +— zdy
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(Le produit tensoriel étant celui de k-modules).
L’ensemble 2"(A) des formes différentielles non commutatives de degré n
s’identifie alors au produit tensoriel de k-modules :

ARA/k®---® A/k(n facteurs de A/k).

Une forme différentielle non commutative de degré n s’écrit donc comme
combinaison linéaire de termes de la forme

apday - - - day,
et le morphisme d s’étend aux formes de degré n de Q*(A) par la formule
d(apday - - - day) = dapday - - - day,.

Ce morphisme est de carré nul et vérifie, pour toutes formes w € Q"(A)
et 6 € QP(A), l'identité de Leibniz :

d(wh) = d(w)0 + (—1)"wd(0).

Pour tout n € N, on a

N"(A) C (A®rA) R4 (ARLA) @4 @4 (AR A)
~ AR AR - A=T"(A).
L’algebre différentielle graduée Q*(A) est donc incluse dans T*(A).

Rappelons d’autre part, que si A est une k-algébre commutative, une
application

f : [’I’L] — [p]a
(o pour tout m € N, [m] désigne I'ensemble {0,1,---,m}) induit un
morphisme
fo: T"(A) — TP(4),
défini par la correspondance
ag®a1®-~®an»—>b0®bl®~~®bp,

ou pour tout j € [p] :

b — { [Ty@)=jai s f7G) #0

711

sinon

On montre alors que sur les formes étendues de degré n on a
n+1

D = Z(_l)l(dl)*v
=0
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ou les §; : [n] — [n+1] sont les opérateurs de cofaces définis par §;(j) = j
sii>jetd(j)=7+1sii<jetque

n—1
Q" (A) = ﬂ ker(s;)«,
=0

ou les s; : [n] — [n — 1] sont les opérateurs de codégénérescence définis
par s;(j) =jsii>jet s;(j)=j—1sii<j.

2.2. cup i-produits sur les formes différentielles étendues

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algébre unitaire.
Pour tous p, ¢ € N et ¢ € Z, nous allons définir un cup i-produit :

TP(A) @ TI(A) — TPTI7I(A).
Soient donc p, ¢ € N, w = ap®a1®- - -®ay, € TP(A) et 0 = by®@b1®- - -®by €
T(A). Soit i < min(p,q). Si i est pair, on pose
wvi9:ZE)\Q()@)CU®“'®aj0b0®b1®"‘®bk0aj0+1®aj0+2---

® @y bpyr1 @ bpgy2 @ -+ Qb 04,41 @ aj42® -+ -by, aj,

!

5174 +

®aj, 2@ - Qapby;, 1@k, 2@ Db
2 2 2

Le signe €y est la signature de la permutation A de {0,1, -+ ,p+ ¢+ 1}
qui envoie la forme

a®ar® - @a, Dby @by @ -+ @ by,

sur

AR ®  Qaj, by Qb1 ® -+ by ® ajy+1 Q Gjgr2 ® -+ D ay,
® brot1 ® brg12 @ -+ @ by, ® Aj+1 & Ajy 42 & - -
® bki_l ® Aj; +1 ® Aj; _ +2 - Qap® bki_l-&-l ® bk1_1+2 @ ® b(I'
2 2 2 2 2

La somme est prise sur toutes les fagons de choisir {jo, ..., ji } et {ko, ..., ki }
] 2 2
tels que jo > 0, pour tout s < 5 —1, js + 1 < jst1, ji = p, ko > 1, pour
. 2
tout s <5 —2, ks +1 < kgp1et ki =q.
2
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Pour ¢ impair, on pose :

wvi9:Ze,\ao®a1®~--®aj0bo®b1®-~-®bk0aj0+1®aj0+2---

® @y bro1 @ broy2 @ - @ by @y 105,42 @ -+ @ a5y by s 41
2 2
® b, , 42 ® - ®bgaj, 41005, 42 @ ap.
2 5 -
Dans ce cas {jO;' o 7]@} et {kO,' c ,k‘g} vérifiant jo Z O’ pour tout
2 2

s <5 = Ljs+ 1 <Jern, jim Sp—1, ko > 1, pour tout s < G —1,
ks+1<kspret ki =q.

2
Pour i < 0, i > min(p, q) on pose enfin :

wvi9:0.

Proposition 2.1. (¢f. [1])
Soient ap ® a1 @ --- R ap € TP(A) et by @b ® --- @by € TI(A).
Pouri=20, on a

a(]®a1®"'®(va(]b(]®b1®"'®bq:a(]®a1®"'®apb0®b1®"'®bq.
Pouri=1, on a la formule suivante :
a0®a1®---®apv1bo®b1®-~®bq=

p—1

Z(_l)(p*i)(ﬁl)ao Qa1 ® - @aby@b @ @Dy R Ai42 D - - ay.
=0

Proposition 2.2. (¢f. [1])

Sotent w =ay® a1 ® - Qap € TP(A) et § =by @ b1 ® --- ® by € TI(A)
et i < min(p,q). On a alors

D(w —; 0) = D(w) —; 0+ (—1)Pw —; D(0) + (—1)P 7w —;_1 0
+ ()PP g w.

Rappelons enfin que ces cup i-produits permettent de définir (cf. [1])
d’une maniere explicite les carrés de Steenrod (cf. [12]) et les carrés de
Thomas-Pontrjagin (cf. [13]).

3. Algebres graduées avec symétries

On notera Fin la catégorie dont les objets sont les ensembles [n] =
{0,1,...,n}, n > 0 et les morphismes sont les applications quelconques. On

336



CUP i-PRODUIT SUR LES ALGEBRES
notera Apg la catégorie des R-algebres commutatives unitaires.

Définition 3.1. Une algébre graduée avec symétries (AGS en abrégé) est
la donnée d’un foncteur covariant

T: Fin — Ag
Ezemple 3.2.

(1) Soit A une R-algebre commutative unitaire. Pour tout n € N, on
pose T" = A®"+1 Pour toute application f : [n] — [p], on associe
le morphisme de R-algebres f, : T™ — TP défini précédemment.
Ce foncteur T' définit bien une AGS.

(2) Soit X un ensemble simplicial et A ’anneau simplicial défini par
A, = App([n], R). Posons T™ = Mor(X, A®"+1). Ce foncteur dé-
finit une AGS dont 'algebre différentielle graduée associée a la
méme cohomologie que celle de ’ensemble simplicial X.

(3) Soient R un Z-module de type fini et A le R-module libre de base
les points de l'intervalle B = [0,1]. le R-module A®"! est alors
isomorphe & L(B"!) avec les notations de [4] . On peut le munir
(cf. [5]) d’'une topologie qui en fait un groupe abélien topologique.
Pour un CW-complexe X, on pose T" = Mor(X, A" 1), Le fonc-
teur T est une AGS dont algebre différentielle graduée associée
a la méme cohomologie que celle de 'espace X (cf. [8]).

Un morphisme entre deux AGS, T et T’, est défini par la donnée pour
chaque n > 0, d’'un morphisme de R-algébres commutatives unitaires f™ :
T" — T' de maniére que

fT(e) = T () f7,

pour tout morphisme « : [n] — [m] de la catégorie Fin.

Soit A une R-algebre commutative unitaire. Notons Dg, la catégorie dont
les objets sont les ensembles [n], n € N et les morphismes [n] — [p]
sont les morphismes de R-modules A®" ! — A®P*1 Considérons la ca-
tégorie " linéairisée" T Fin de Fin qui a les mémes objets que Fin et
Homgrin([n], [p]) est le R-module libre de base Hom r;,([n], [p]). L’exem-
ple 3.2.1, permet alors de définir un foncteur

0:TFin — DR.
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Théoréme 3.3. (cf. [2])
Pour A = R[t], le foncteur 6 : T Fin — Dpg est fidéle.

Soient n et m € N, f, ,,, inclusion de [n] dans [n + m| et gnm : [Mm] —
[n + m] Papplication définie par gy, (i) = i + n. Pour toute AGS T, on a
un morphisme

TN @ T™ — TN @ T,
Celui-ci, composé par la multiplication dans l'algébre 7", induit un
produit

T @T™ — T,

La somme directe T* = €P,,>( 1" munie de ce produit est une algébre
graduée. Par ailleurs, soit

D:T" — T
le R-homomorphisme défini par

n+1

=0

ou les &; sont les opérateurs cofaces définis précédemment. Alors D est
de carré nul et vérifie pour toutes formes w € T™ et 8 € T™ ’identité de
Leibniz :

D(w#) = D(w)f + (—1)"wD(0).
Ainsi, T™ est munie d’une structure d’algebre différentielle graduée.
Pour tout foncteur T' définissant une AGS et pour tout n > 0, on pose :

ou les opérateurs s; : [n] — [n— 1] sont définis précédemment. La somme
O =D,,>( 2" est une sous-algebre différentielle graduée de T™.

4. La définition de cup ¢-produit dans le cadre des algebres
graduées avec symétries

Soit T une AGS. Pour tous p et ¢ dans N et ¢ € Z, nous allons définir
un cup ¢-produit :

TP @ T? — TPHaE,
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Soit donc i < min(p, q).
Si ¢ est pair, on définit pour tous ensembles {jo,...,j:} et {ko,....,ki}
2 2

vérifiant jo > 0, pour tout s < % -1, js+ 1< jsy1, ji =p, kg > 1, pour
. 2
tout s < §—2, ks+1 < kgy1 et ki = g une application a : [p] — [p+q—1]
par ?
J Gk —2h+1 si o +1<j<j, et 1<h<i
et une application § : [¢] — [p + ¢ — 7] par

B(k) = k+ jo si 0 <k <k
Sl k+jn—2h si kpo1+1<k<kp et 1<h<

Pour toute AGS T, on a alors un morphisme
TP QT — TP+a—i ® Tp-i—q—z"
celui-ci, composé par la multiplication dans 7Pt9~%, induit un morphisme
TP @ T — TPHI7E,
On pose donc pour tous wy € TP et wy € T :
wy =i wy =Y exT(a)(wi)T(B)(wa).

La somme est prise sur toutes les facons de choisir {jo, ..., ji } et {ko, ..., ki }
2 2

vérifiant les conditions citées plus haut. Le signe €y désigne la signature
de la permutation A de {0,...,p+ g + 1} qui est définie par

J si 0<7<Jo .
AG) = Jrkp—1+1 si jpo1+1<75<jp et 1§h§%
=Y ktjo+1  si j=p+k+1 et 0<k< kg
k+jn+1 si j=p+k+1 et k1 +1<k<k,
Pour ¢ impair, définissons pour tous ensembles {jo, - - - Jiza Yet {ko, -, k%}

vérifiant jo > 0, pour tout s < % -1, js+1 < jox1, j% <p-1,

ko > 1, pour tout s < % —1, ks +1 < kg1 et kix = q lapplication
2
/

ot [p] — [p+q— 1] par

J si 0<7 <o ‘
() =4 Jtkn1—2h+1 st g +1<j<jp et 1<h<
q+j—1 st jia+1<j<p
2
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Notons /3’ 'application [¢] — [p + ¢ — ¢] définie par

B (k) = k+ jo si 0<k <k '
Tl k+jn—2h si kp1+1<k<k, e¢ 1<h<EL
On définit donc le cup-i-produit
TP @ T9 — TPTI70
par la correspondance suivante :
w1~ W = Z exT(a)(w1)T(B") (wa).
La somme est prise sur toutes les fagons de choisir {jo,...,ji-1} et
2
{ko, ..., ki1 } vérifiant les conditions citées plus haut. Dans ce cas A est
2
définie par
J si 0<j<Jo '
Jtknoi+1 s g +1<j<jp et 1<h< S
Aj)=< J+q+1 si j%+1§j§p

k+jo+1 sij=p+k+1 et 0<k<ko
k+jn+1 st j=p+k+1 et kp1+1<k<k,

Pour i < 0, i > min(p, q) on pose enfin
w1 —; wy = 0.
Proposition 4.1. Soient wi € TP, wo € T19.
1: Pouri=20, on a
W1 —( Wy = WLW3.

2: Siwy etwyr €T™, on a

n(n+1)
w1 —p we = (—1)" 2 wifws.

ou § désigne la multiplication de T™.

Démonstration.

1: Pouri=0,0najo=petky=gqgdonconaa(j)=j (k) =k+p
et A(j) = j, d’ou la formule.

2: Supposons d’abord que n est impair, on a alors pour tout s <
”T_l —1, ks +1 < ksq1, ko > 1 et kn-1 = n donc pour tout
2

s < "T_l, ks = 2s + 1. D’autre part, on a jo > 0, jo—1 < n—1
2
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et js + 1 < js+1 pour tout s < "Tfl — 1 donc js = 2s pour tout

s < ”Tfl Donc o et 8" : [n] — [n] sont I'identité, et donc wy —,
n(n+1)
wy = (—=1)" 2z wifws.

Pour n pair, la démonstration est la méme. O

Proposition 4.2. Soient T une AGS, wy € QP, we € Q1 et i < min(p,q).
On a alors :

W1~ Wy € Qpta—i,
Démonstration. Soit ¢ impair. Pour tout 0 <r <p+4+g¢g—¢—1,on a
T(sy) (w1 —; we) = ZeAT(sTo/)(wl)T(sTﬁ')(wg).

Si0o<r<jo(jo>1),onasa =pus,oup:[p—1 —[p+qg—i—1]
est définie par

J si 0<j<jo—1
p(i)=1< j+kn—2h—1 si jB<j<jp1—1et 0<h<F—1
q+g—i si jimi <j<p-—-1
2

donc T'(spa’)(wy) = 0.
Sijo<r<jo+koonasp =7s_j,our:[g—1 — [p+qg—i—1]
est définie par

(k) = k+ o si 0<k<ky—1 |
Tl ktgns1—2h—2 stk <k<kpq—1e 0<h<5L-1

donc T'(s,8")(wz) = 0. Il nous reste & montrer le résultat pour jo + ko <

r < p+q—1i—1. On considere pour cela deux cas. Si js + ks — 25 <

r<js+1+tks—2s—1et0<s< % (on pose ji-1,, = p), alors on a
2

sp = W'y g 1os+1, ou ' 2 [p—1] — [p+ g — i — 1] est définie par

J si 0<j<jo

jHkn1—2h+1 si jh14+1<j<jp et 1<h<s
W) =4 j+ki—2s—1 siojs+1<j<jep1—1

jAk—2t—1 sioji<j<jigr—1et s+1<t<E -1

q+j—1 si jion <j<p-—1.
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Sijsp1+hks—25—1<r <jey1+key1 —25—2et0<s< -1 ona
$pf = T'Sr_j 142642, o0 T’ 1 [ — 1] — [p+ g — i — 1] est définie par

k =+ jo si0<k<ko
=4 FHan=2n sikno1+1<k<k, et 1<h<s
T ) ktdsy1—25—2 siki+1<j<ks—1 ‘
k+jn1—2h—2 sikp,<j<kpyr—lets+1<h< -1,
Pour i pair, la démonstration est analogue. 0

Proposition 4.3. Soient T une AGS, wy € TP, we € T? et i < min(p,q).
On a alors :

D(wy —; wg) = D(wy) —; wa + (—1)Pw; —; D(ws) + (=1)PT " wy —;_1 wy
+ (_1)pq+p+qw2 ~i—1 W1.
Démonstration. Pour tous p et ¢ € N, on notera f,, l'inclusion de [p]

dans [p+q+ 1] et gpq : [q) — [p + ¢ + 1] lapplication définie par
9p,q(4) = j+p+ 1. Soient i pair, wy € TP, wp € T9. On a alors :

wi = wy = Y AT (Vip,g) (T(fp0) (W1) T (gp,q) (w2))-
OU Vjpgq: [P+q+1] — [p+¢—1] est I'application qui est définie pour tous
ensembles {jo, ...,j:i } et {ko, ..., ki } vérifiant jo > 0, pour tout s < 5 —1,
2 2

js+1<js+17j% =D kOZ 17 pourtouts§ %_27 ks+1<ks+1 et k% =q
par

J si 0<7 <70
j+kn—2h+1 si jp1+1<j<j, et 1<h<i
Vipg(J) = k+Jo si j=p+k+1 et 0<k<ko
k+ jn —2h si j=p4+k+1, kp1+1<k<k,
et 1<h<i

D’autre part on a

D(wr) =i ws =Y 3T (¥ p11.0)(T(Foy1,0)(D(w1))T(gp41,4)(w2))
p+1

=T Wips14) D (D (T(fps1.4 © 8;)(w1)T(gp41.) (w2))-

=0

Puisqu’on a pour tout 0 < j <p+1:
Jpt1,4005 =050 fpq €t 050 Gpq = gpt1q;
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donc
p+1
D(wy) —iwy =Y exTWipr14) D (=1 T(6;)(T(fp.0)(w1)T(gpq) (w2))-
=0

Notons aussi que

wy —; D(ws) = Z€>\T(Vi>p,q+1)(T(fp,q+1)(w1)T<gp,q+1)(D(w2>)
q+1

= Z AT (Vip,qg+1) Z(_l)jT(fp,qul)(wl)T(gp,qul 0 d;)(w2)).

=0

Orpourtout 0 <j<qg+1:

Jpat1 = Optjr10 fpq €t Opijt109pq = gpg+1©0;,

donc on a

wy —; D(ws)
g+1

= Z T (Vip,g+1) Z(_1)jT(5p+J’+1)(T(fp,q)(wl)T(gp,q)(wZ))-

J=0

Ensuite on a

W1 ~—i—1 W2 = ZGAT(VZ‘—Lp,q)(T(fp,q)(wl)T(gpﬂ)(w2))7
ol Vi—1pgq: [p+q+1 — [p+ g+ 1—1i] est I'application définie, pour
tous ensembles {jo,...,ji_,} et {ko,..., ks _,} vérifiant jo > 0, pour tout
. 2 2 .
s < %_27 ]S+]— < js-‘rla j%_l Sp—l) k;O > 17 pour tout s < %_2’
ks+1 < kgyq et k%_l =gq, par :

J si 0<7 <o '
Jtkn1—2h+1 si jp1+1<j<jpetl<h<§-—1
. gtj—i+1 sio ji  +1<ji<p

Vlflvpvq(]): . . »2_
k+ jo si j=p+k+1 et 0<k<ko
k:+jh*2h si j:p+k‘+1,‘kh_1+1§k§/€h

et 1§h§§—1.
Enfin on a

wy —i—t w1 = Y T (Wim1,4)(T(fop)(w2)T(gq)(w1)),

et comme on a
fap=hogpq et ggp="nho fpg
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L’application h : [p+ q + 1] — [p + ¢ + 1] étant définie par

h(j) = jHqg+1 si 0<j<p;
9= j—p—1 si p+1<j<p+q+1

donc

wy i1 wi = Y T Wi1,4p 0 W) (T(fp.q) (1) T (gp,q) (w2)).

On aura donc

D(wy —; wy) =
ptq+1—t

Z ex(=1)"T'(6,) Z T (Vigp,g) (T (fp.q) (W1)T (gp,q) (w2)),

r=0

et

D(w1) —; wa + (—=1)Pw1 —; D(w2)

+ (=1)PTI ) g wg + (—1)PITP g g

p+1
= Z AT (Vipt1,q) Z(_1)jT(5j)(T(fp,q)(wl)T(gnq)(w2))
j=0
q+1 '
+ (=1)P Z 6>\T(Vi710,q-|-1) Z(_l)JT(5p+j+l)(T(fp,q)(wl)T(gp,q)(w2))
5=0

+ (1PN T (Wi 1,p.0) (T(fp.g) (W1)T(gp g) (w2))
+ (—1)pq+p+q Z AT (Vi-1,4p © D) (T (fp,g)(w1)T (gp,q) (w2)).

Si T est algebre des formes différentielles étendues, w1 =g R a1 @ -+ ®
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ap €TP(A) et wy =by @b ®---®by € TY(A), on a

p+g+1—i
Z ex(—=1)"T'(6r) ZT(Vi,p,q)(QO ®a1®-- @ap @by b1 Q-+ ®bg)
r=0
p+1 '
= (DAl (Wipr1q) D_(=1)'T(5;)
§=0
q+1 .
+(=DP YT (Wipgrn) D (1T (0prjar) +(=1PT17 Y e\T(vio1p.)
j=0

+(=1)PIPHIN " 3 T (vim1,qp0h)) (a0 ®a1 @+ - ®ap @by @ b1 @+ - - ®by),
donc d’apres le théoreme 3.5, on a

p+q+1—t

Z GA(—l)r(STZVZ‘%Q

r=0
p+1 q+1

= eipriq D (176 + (1P exvipgr1 (=10
=0 7=0

+ (=DPHITN eavicipg + (1PN i1 gp0 h Y ealicipg
+ (_1)pq+p+q Z EXVie1,qp © h,

et
ptqt+l—t
Z GA(*l)TT(‘;T)ZT(Vi,p,q)
r=0
p+1 ‘
= (Y el (ip1) Y (—1YT(5))
j=0
g+1 A
+ (1P T (Vipgr1) D (1) T(6p1j11)
§=0
+ (_1)p+q7i Z GAT(Vi—Lp,q) + (_1)pq+p+q Z GAT(VZ’—Lq,p o h))
Pour ¢ impair, la démonstration est la méme. ([l
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Proposition 4.4. Soit T une AGS, w1 € T", wy € TP et w3 € T?. On a
alors la formule de Hirsch :

wiwy ~—1 wy = wi(wg ~—1 w3z) + (—1)p(q+1)(w1 —1 w3)wa.

Démonstration. Pour tous n, p € N et 0 < i < n — 1, on notera f,,
I'inclusion de [n] dans [n + p|, gnp : [p] — [n + p] Papplication définie
par gnp(j) = j+mn, Binp : [p] — [n + p — 1] I'application définie par
Binp(j) =7 +iet ajpny: [n] — [n+ p— 1] Papplication définie par :

Considérons wy € T™, wg € TP et w3 € T, on a alors :

wiwz —~1 w3 =
n+p—1
> =D FPTIIDD (s 1,0 (T (Fp) (@2) T (Gr0,0) (w2))T (Bt .g) (w3)

=0

n—1
+ Z(_1)(n+p_i)(q+1)T(O¢i,n+p,qfn,p)(w1)T(ai,n+p,qgn,p)(w2))T(6i,n+p,q)(w3)
1=0
p—1
+ Z(*1)(”72)(‘””T(ai+n,n+p,qfn,p)(wl)T(a”n,nﬂ,,qgn,p)(wz))T(5¢+n,n+p,q)(w3).
i=0

Pouri <n—1,0ona inipgfnp = fntq—1p%n,q Xin+pgInp = Intq-1p
et ﬁi,n—i—p,q = fn-&—q—Lpﬁi,n,q-

Pour i < p—1,0na &iynnipqfnp = frpta—1: Qitnntpgdnp = Inpta—1%pg
et ﬂi—f—n,n—i—p,q = gn,p-l-q—l/Bi,p,lI'
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On a donc :

n—1
Wiws —1 W3 = p(q+1 Z (n 1)(g+1)
=0

T(frtq-1,p%n,0)(W1)T (Gntq—1,p) (W2) T (frt-g—1,pBin.q) (w3)
+ pz_:l(_l)(p—i)(qﬂ)
=0
T(frptq—1)(W1)T(gnptq—1% p,g) (W2) T (G p+g—1Bip,q) (W3)
= (—DPUD (w1 w)ws + wi(ws —1 ws).

O

Remarques 4.5.

(1)

On n’a pas en général de relation analogue entre w; —1 wows,
wy —1 wo et wi; —1 ws. Autrement dit, on n’a pas en général
w1 ~1 Waws = (w1 —1 wg)wg + wg(wl —1 wg). Pour le voir il
suffit de considérer les formes différentielles étendues w1 = ag®arq,
wo = by ® b1 ® by et wg = g ® 1 ® ca ® c3. Cependant, on a le
résultat suivant.

Soient p un entier premier impair et 7" une AGS sur Z,. On a,
grace a la formule de Hirsch, une opération cohomologique (cf. [9]
t [10]) :

<>P: H*N(T* 7,) — H*"PT2(T*Z,),

définie comme suit :
Soit a1 un cocycle répresente x € H 2"H(T*,Zp). Pour tout 2 <

1 < p, posons

1
a; = ;ai—l ~1 aj.

) = il g et @ = p—1 ,
On a alors D(a;) = — X752  aja;—j et a = —>75_ aja,—; est un

cocycle. De méme si a; est un cobord, il en est alors de méme pour
a. On pose alors
<z >P={a}.

Définition 4.6. Soient A une Z/2-algébre commutative unitaire, n > 2
et p, ¢ > 1. On définit un morphisme de Z/2-modules

E:T"(A) @ TP(A) @ TY(A) — TVPTI2(A),
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par la formule suivante :

E(a0®a1®-'-®an,bo®bl®-~®bp,co®cl®-~®cq):
Z:‘L:_O2a0®al®"'®aib0®bl®"'®bpai+lc(]®cl®"'®cqai+2®
ai+3®---®an+2ag®a1®~-®ajobo®b1®'--®bpaj0+1®ajo+2®
Q05,00 Q1 Q- B Celi4+1 Q42 Q- @ an.

La deuxieme somme est prise sur toutes les fagons de choisir {jo,j1} tels
que jo > 0,jo+1<jret j1 <n-—1

Proposition 4.7. Soient A une Z./2-algébre commutative unitaire, n > 2
et p, ¢ > 1. Soient w1 = ap®a1®- - ®a, € T"(A), we = byRb1 X - - b, €
TP(A) etwg =co®c1 Q- ®cqg € TYA). On a alors :

wy —1 wawsg = wa(wy —1 w3) + (w1 —1 w2)ws + DE(wy, w2, ws) +
E(D(w1)7 wa, w3) + E(wlv D(w2)7 ’LU3) + E(wlv w2, D(w3))

Démonstration. On notera la premiére somme de F par F; et la deuxieme
par E5. La somme des termes de
Ey(D(w1), we, w3) + E1 (w1, D(ws),ws) + E1(wr, wa, D(ws)),

ou se situent les 1 donne DFE1(wy, w2, w3).
La somme des termes de

Es(D(w1), we, w3) + Ea(wy, D(ws), ws) + Ea(wi, w2, D(ws)),

ou se situent les 1 donne D FEs (w1, we, w3).
Ensuite la somme des termes correspondant au choix de j; = n dans

Ey(ap®a1 @ @ ap @ 1, wy, w3)+
le terme correspondant au ¢ = n — 1 dans

Ei(ag®a1 ® - ®ap ® 1,ws, w3)
donne

(w1 —1 wa)ws.
La somme des termes correspondant au choix de jo = 0 dans

Ex(1®ay®@ a1 ® -+ ® ay, wa, w3)+
le terme correspondant au ¢ = 0 dans

Ei(1®ay®a1 ® - Q ay, ws, w3)
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donne
w2(w1 ~1 w3),

et la somme des termes de

n+1

El(D(wl), w9, 'wg) = El(z (53(?1}1), wa, w3)
s=0

correspondant au choix de ¢ = s — 1 donne
W] —1 WoWs3.
Enfin la somme des termes restant dans
E(D(w1),ws,ws) + E(wi, D(wsz),ws) + E(wy,ws, D(ws))
donne 0. ]

Soient n > 2, p et ¢ > 1. Pour tout couple {jo, j1} vérifiant jo > 0, jo+1 <
j1 et j1 < n—1, définissons 'application @ o i1 npq : 1] — [n+p+q—2]
par

J si. 0<7<Jjo;
(p{jo,ﬁ},n,p,q(j) = j+p— 1 si ,70+ 1 S] S]lv
jAptqg—2 si j1+1<j<n.

Pour tout 0 < i < n—2, notons ¢ pq : [n] — [n+p+¢—2] Papplication
définie par

j si 0<j<i;
Ginpqg(j) =9{ t+Pp sij=i+1;
jAp+qg—2 si i+2<j<n.

Définition 4.8. Soient T une AGS sur Z/2, n > 2 et p, ¢ > 1. On définit
le morphisme

E-T" ® TP ® T Tn+p+q—2

par
n—2

E(wi,wa,ws) = Y T(¢inpg) (@) (Bintq1.p)W2)T(Bitpmip-1.q)(ws)
i=0

+ 3 T(@4oisinpa) WDT Bjonta—1,p) (W) T (B, 4p—1mip—1,0) (ws).

ol les applications 3 sont définies dans la démonstration 4.8.
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Proposition 4.9. Soient n > 2 et p, ¢ > 1. Soient T une AGS sur Z/2,
wy €T™, wy € TP et wg € T1. On a alors l'identité suivante :

wy —1 wawz = wa(wy —1 w3) + (w1 —1 wa)wz + DE(wy, w2, ws3)
+ E(D(wl), wa, w3) + E(wl, D(wg), QU3) + E(wl, w2, D(wg)).
Démonstration. Soient n > 2 et p, ¢ > 1. On notera f,, ;4 I'inclusion de
[n] dans [n+p+q+2], gnpq : [p) — [0+ p+ g+ 2] Papplication définie

par gnpqe(j) =j+n+1et hppg: g — [0+ p+ g+ 2] Papplication
définie par hypq(j) =j+n+p+2. Pour tout 0 <i<n-—2,ona

/ /
Ginpqg = ¢z‘,n,p,q ° frpaq  Bintg-1p = ¢z‘,n,p,q © dn,p,q

et
Bitpntp—1.a = Pinpq © hnpa
ol @, gt [M+P+q+2] — [n+p+q— 2] est I'application définie par
J sio 0<j<i;
¢;,n,p7q(j): j+p+q—2 si 1+2< 5 < n;

j+i—-—n—-1 si n+1<j<n+p+1;
Jti—m—=2 si n+p+2<j<n+pt+qg+2.

et pour tout couple {jo, 71} vérifiant jo >0, jo+1 < ji et j1 <n—1, on
a
b = 7 fapa B — ¢
(p{]07-71}7n7p7q - SO{jO,jl},'n,p,q © n,p,q ]0’n+q71’p - (’D{j()vjl}vn:paq © gn’p’q
et
/
Bji+p—1n4p-1,4 = PLio,511mpa © hn.p.q

ou sOl{jo,jl},n,p,q t[n+p+q+2] — [n+p+q— 2| définie par

J si 0<7<Jo;
Jt+p-—1 siojo+1<yj<ji;
wl{jmﬁ}mqu(j) =4 Jtptqg=2 sl ji+l<jsn;

Jtjo—mn—1 si n+1<j<n+p+1;
J+j—n—3 si n+p+2<j<n+p+qg+2.
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On aura donc

n—2
E(w17w27w3 ZT d)mnpa

&

+ Z T( 90{{]0,31} n,p, q)( (frp.) (W) T (Gnp,g) (W2) T (hipg) (w3))-
E(D(wl), wa, ’u}3> =
n—1
(Y Thnr1p0) + 2 T oy ms10) T Fnt1.0) (D))

T(gn+1,p,q) (W2) T (hni1,pg)(w3))

1=0

[aay

n

- . T(d)g’wrl’p’q) - ZT(Q’O{{jo,jl},N-FLp,q)

)
n+1

(3 T(Far © 89 (W) T (G4 1,p.0) (w2) T (i 1,p,0) (w3) ).
s=0

Il
=)

Comme pour tout 0 < s<n-+1,o0na

Jn+1p,g°0s =050 fupq  Gnt1pq = 0s© Gnpg

et hpt1,pg = 0s © hpp g, alors

E(D(w1),w2,ws) =

n—1

(X T@nirpa) + 3 T iyt i)

=0
n+1

Z T(65)(T(frp.g) (W1)T (Gnp,g) (W2)T (A p,q) (w3))-

On a aussi

E(wl, D(w2)7w3) =

n—2
( ZO T(¢;,n,p+1,q) + Z T((p/{j07j1},n,p+1,q)>

p+1
(ZT wn ) (T Fpa) @00 T (G pg) (w2) T (B ) (w3)) ),
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et

E(wl, wa, D(U]g)) =
n—2

( T(qﬁ;m,nq-ﬁ-l) + Z T(‘Pl{jo,h},n,p,qﬂ))
i=0
q+1

(D2 TOstnrps2) (T g (W1)T (Grg) (w2) T (T ) (w3)) )
s=0

D’autre part on a

n—1

W1 1 WaW3 = Z T(in,p+q) (W1) T (Bisn,ptq) (T(fp.g) (w2) T (gp,q) (ws3))
=0
= Z T(inp+q) (W1) T (Bisnp+afp.a) (W2) T (Binp+qdp.q) (w3)),

=0

ou les applications o n p+qs Binp+qr fp.g € gp,q sont définis dans la dé-
monstration 4.8. Or pour tout 0 <¢<n—1, on a

Qinptq = 00,0, © fnpas  Bimptalpg = 00,4,ii © Inp.g
et /Bl,n7p+qu7q = O—quyi)i © h”#’#l’ l,application
Oaped: [M+p+qg+2]—[n+p+q—1]

est définie pour tous a, b, ¢ et d € N par

Jj+a si 0< 5 <7
(j) = jHp+b—1 si i+1<j<m
TabedJ) = j+ec—n—-1 si n+1<j<n+p+1;
j+Hd—m—2 si n+p+2<j<n+p+qg+2.
donc

w1 1 Ww3 =

n—1

Z T(00,q,i,i ) (T (frp.g) (W1) T (Gnpg) (W2)T (A p g) (w3)).
=0
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De méme on montre que

w2(w1 ~1 ws) =

n—1

Z T(0p,4,0,0) (T (frp.g) (W1) T (gnp.g) (W2) T (B p g) (w3)),
=0

et

(w1 ~1 wg)w3 =

n—1
Z T(00,0,i,n—1)(T (frp,g)(W1) T (Gnp,g) (W2)T (B p g) (w3))-
=0

Si T est I’algebre des formes différentielles étendues,
wi=a@a® - ®ap, €ET"(A), wr=by®b1®@ - @b, € TP(A)
et wg=co®c1 @ ®cqg € TI(A), on a

T (frp.a)(W1)T (Gn,p,g) (W2) T (A pg) (w3) =
A Ra1®- - Qa, by Rb1 @ Rb, ®copRc1 ® -+ X ¢y,

et

n—1
(Y T(004:4) + T(0pq00) + T(00.0,0-1))
=0
(A ®a1® - ®an Qb0 @ Qb RcpRc1 Q-+ R cq)
n+p+q—1 n—2

= ;} T(és)(; T((b;,n,p,q) + Z T(‘Pl{jo,jl},n,p,q))
n—1 n+1

+ (Z T<¢;,n+1,p,q) + Z T(‘P{{jo,jl},n.g_Lp,q)) Z T(6s)

n—;zo p+f:0

+ ( T(¢;,n,p+1,q) + Z T(@f{jo,jl},nmﬂ,q)) Z T(0s4n+1)
s ey

+( ‘ T(¢§,n,p,q+1) + Z T(Sf’{{jo,jl},n,p,q+1)) E;)T(55+n+p+2)

WRA® Qa1 Q- b, Qo Rl ® -+ ® ¢q),

‘ =,
ol

o
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donc d’apres le théoréme 3.5 on a

n—1

Z O—O,Q%i + Up7Q707i + O—anzi)n_l
=0
n+p+q—1 n—2

i / /
- Z 55(2 gbi,n,p,q + Z gp{jo’jl}’nvpvq)
s=0 1=0
n—1 n+1
+ (X Fintipa + 2 Plioihmtipg) D Os
=0 s=0

n—2 p+1
+ (Z ¢;’n’p+1’q + Z gOI{j07j1}7n7p+17q) Z 58+n+1
=0 s=0

n—2 q+1

+ (Z ¢;7n7p,q+l + Z 90,{jo,j1},n,p,q+1) Z Ostntp+2-
=0 s=0

Ce qui acheve la démonstration. O

5. Opérations de Browder

Soient 7" un foncteur définissant une AGS et T™* la R-algebre différen-
tielle graduée associée a T'. Considérons w, € Z"(T™) et 8, € ZP(T*). On
a alors

D(wn ~; 9p — (—1)“_"[)91, ~ wn) = (—1)"+p_iwn ~i—1 9p
+ (_1)”1’+P+n9p —il1 W

— (=) ((=1)" PTG, iy wy + (1), i 6,) = 0.
Considérons maintenant 6,_1 € 7?1, on a alors

Wy —i D(0p—1) — (—1)"T™D(0,_1) —; wy

= D((—l)”wn ~i Up—1— (_1)i+np0p—1 — wn).

Ainsi pour tout i et toute AGS T, 'application qui & un couple (wy,,0))
de T™ x T? associe wy, —; 0, — (=1)"T"Pf,, —; w,, induit un morphisme

' HY(T™) x HP(T*) — H™P=4(T™).
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Proposition 5.1. Soit T une AGS. Pour tout i > 0, le morphisme
W' HY(T*) x HP(T*) — H"P~(T™)
vérifie les propriétés suivantes :
(1) Pour tout morphisme f: T — T', on a Y'(f*, f*) = f*4'.
(2) YO(w,0) = wh — (—1)"Phw.
(3) ¥'(w,0) = —(=1)"F"PYH (0, w).

6. Algebre de Gerstenhaber

Définition 6.1. Soit £* un R-module gradué muni de deux produits. Un
premier produit

RP@RI — RPTe
a®b — ab

et un deuxieéme produit (crochet de Lie)

RP @RI —  Rpral
a®b +— a,b]

On dit que R* est une algebre de Gerstenhaber si les deux produits satis-
font les conditions suivantes :

— Associativité du premier produit : a(bc) = (ab)c.

— Commutativité du premier produit : ab = (—1)!%/*lpa.

— Commutativité du deuxieéme produit : [b, a] = (—1)?/1l[q, b].

— Identité de Jacobi :

(_1)|CLHC‘ [a” [bv CH + (_1)|a\|b| [b7 [C, a]] + <_1)‘0Hb| [Cv [CL, b“ = 0.
— Identité de Poisson : [a,bc] = [a, b]c + (—1){el=DPlp[q, .

Théoréme 6.2. Soient T une AGS, w1 € T", wy € TP et wg € T9. On a
alors :

(w1 —1 wa) —1 w3 — (=1)PVED () wg) —1 wy

= (=17 wy —q (wg —1 w3) — (—1)q(p_1)w1 —1 (w3 —1 wa).
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Démonstration. On va utiliser les mémes notations de la proposition 4.7.
Soient donc wy, € T", wy € TP et w3 € T9. On a alors

(wl ~1 wz) ~1 w3 =

p+n—2
Z (_1)(p—m_l_r)(q+1)T(ar,n+p71,q)(wl —1 w2)T(Brn+p—1,4) (w3)
r=0
p+n—2 n—1
= Z (_1)(p+n—1—r)(q+1)Z(_l)(n—i)(pH)
r=0 1=0

T np-1,9%,n,p) (W1) T (Crntp—1,4Bin,p) (W2) T (Brontp—1,¢) (W3)-

et

(wl ~1 ws) 1 W2 =

n+q—2
Z (_1)(n+q7175)(p+1)T(O‘S,q+n—1,p)(wl —1 w3) T (Bs,g4n—1,p) (w2)
s=0
n+q—2 n—1
= Z (,1)(n+q7178)(p+1)Z(fl)(nﬂ')(ﬁl)
s=0 =0

T(as,q+n—1,pai,n,q)(wl)T(as,q—l-n—l,pﬂi,n,q)(w3)T(ﬂs,q+n—l,p) (w2)

On a d’une part :

i—1 n—1
Z(_l)(ﬁn*l*r)(qﬂ) Z(_l)(n*i)(pﬂ)
r=0 i=1
T(O‘r,nﬂ%l,qo‘i,n,p)(wl)T(O‘r,nﬂﬁl,qﬁi,n,p)(w2)T(5r,n+p*1,q)(w3)
n—1 n—2
= Z (1) p+1) Z(_l)(ern—l—T)(qul)
i=r+1 r=0

T(arntp—1,0%np) (W) T (Crptp—1,48imp) (W2) T (Brinp-1,g) (W3).
Orpourtous0<r<n—-2etr+1<i<n-1
Urntp-1,qQnp = Xitg-1g+n—1pQrng Prntp-1,4 = Xitg—1,g+n—1pPrng
et

U ntp—1,¢Binp = Bitq—1,g4n—1,p
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donc on a
i—1 n—1
Z(_l)(m-n—l—r)(q*—l) Z(_l)(n—i)(p+l)
r=0 i=1

T(arntp—1,g%,n,p) (W1)T (0 ntp—1,¢Bi,m,p) (W2) T (Brntp—1,4) (w3)

n—1 n—2
1)(P—1)(q+1) Z (_1)(n—i)(p+1)Z(_l)(n—T)(q+1)
r=0

i=r+1
T(itg—1,q+n-1,p%rn,q) (W) T (Bitg—1,q+n-1,p) (W2) T (it g—1,q+n-1,pBrn,q) (W3)

n4+q—2 n—2
_ (_1)(P*1)(q+1) Z (_1)("+q*1*8)(17+1) Z(_l)(nﬂ“)(tﬂrl)
s=r-+4q r=0

T(cs,q4n—1,p0r,n,a) (W1)T (Bs,g4n—1,p) (W2) T (s, q4n—1,pPr,m,0) (W3)-

En raissonant de méme facon, on montre que

p+n—2 —
Z (_1)(p+n—1—7‘)(q+1 Z (n—1)(p+1)
r=i+p =0
T (trntp—1,q%,n,p) (W1) T (o pt-p—1,0Bin,p) (W2 )T(Br n+p—1,4)(W3)
1—1 —
= (_1)(p—1)(q+1)Z(_l)(n+q—1—s)(p+1 Z 1)(=(a+1)
s=0 =1

T(a87q+n_17pal7n7q) (wl)T(/stq+n_17p) (wQ)T(aqu+n_17p/B7’7nvq) (w3) :
D’autre part

i+p—1

Z ( 1)(p+n 1—7r q+1)z (n i) (p+1)

r=t

T(ar,n+p— 17qai7n,p) (w1 )T(ar n+p—1,45i, nm) (U’Z)T(ﬂnnﬂo—l,q) (ws)

:Z(_l)(p—i-n—l 9)(g+1) i (n—i)(p+1)—i(qg+1)
i=0

T (it jptn—1,¢%inp) (W) T (it jptn—1,gBimp) (W2) T (Bitjptn—1,¢) (w3)-

Comme on a, pourtous 0 <i<n—1let0<j<p-—1,

aerj,ernfl,qOéz,n,p = Oél,n,erqfl a2+]’p+nflzqﬂl’n)p = Bz,n,erqfla],p,q
et
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alors
i+p—1
Z (—1)ptn=1=r)(g+1) Z 1) (= p+1)
r=t =0

T (o ntp-1,g%inp) (W1)T (Qrntp—1,45i, n,p) (w2)T'(Brn+p—1,4)(w3)

p—1
1)7tt Z(_ ()] qH)Z (n—=i)(p+q)
3=0

T(az’,n,p+q—1)(wl)T(ﬁi,n,erq—lOéj,p,q)(w2) (Binp+a—1Bjp.0) (Ww3)
= (*1)q+1w1 —1 (wa —1 w3).

De la méme maniére, on montre que

i+q—1 n—1
Z (—1)(nta1=s)(p+1) Z (—=1)(n=0la+1)
s=1 =0

T(asqurn—LpO‘i,mq)(wl)T<as7q+n—Lp5i,nyq)(w3)T(5syq+n—Lp)<w2>
= (—1)p+1)w1 —1 (w3 ~—1 wa).
D’ou l'identité recherchée. O

Corollaire 6.3. Soient T une AGS, wy € T™, wo € TP et w3 € T?. On a
alors lidentité de Jacobi

(=)™ TPV (w, P (w3, wr)) + (=1) 1Y (wg, 1 (wr, ws)) +
wl(wh Tﬂl(wQ, wg) = 0.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du théoreme précédent. [

Proposition 6.4. Soient T' une AGS sur Z/2, x € H"(T*), y € HP(T™)
et z € HY(T*). On a alors l'identité de Poisson suivante

PH(x,yz) = (@, y)z +yil (e, 2).
Démonstration. On a
P, y2) =2 =1 yz +yz -1 @,
et comme d’aprés la formule de Hirsch
yz—1z=y(z —12)+ (y —12)z

Il nous reste donc a montrer que pour tous wy € Z", we € ZP et wy € 29,
wp —1 wows a la méme classe de cohomologie que (w; —1 wa)ws +
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wa(wy —1 ws). Pour n > 2 et p, ¢ > 1, le résultat découle immédiatement
de la proposition 4.15. Pour n = 1, p et ¢ > 1, on a par définition

wy —1 waws = T'(h)(w1)T (fp,q) (w2)T (gp,q) (ws3)
ou les applications f, 4 et gp, sont définis dans la démonstration 4.8 et
h: [1] — [¢+p] est définie par h(0) =0 et h(1) = p+q. Orona h = h'6;
ou b : [2] — [q + p| est définie par h'(0) =0, K'(1) =pet K/ (2) =p+q.
Puisque D(w;) = 0, on a alors

w1 —~1 Ww3 =
T(Wéo)(w1)T (fp.q)(w2)T(gp,q)(ws) + T (h'02)(w1)T(fp,q) (w2)T (gp,g) (ws)

et comme on a h'dg = g, 4hy et h'oa = fp4hy, ot pour tout s > 1, Ay :

[1] — [s] vérifiant h”(0) = 0 et h”(1) = s, on a donc
wy =1 wawz = T(fp,ghy) (1) T (fp,q) (w2)T(gp.q) (ws) +
T (gp.ghg) (W1 T (fp,g) (w2)T (gp,q) (w3) = (w1 —1 w2)ws + wa(wy —1 w3)
Pour p=0,netq¢>1,0na
w1 1 wawy = 2?2—01 T (i n,g) (w1) T (Bin,g) (T (fo,g) (w2)T (g0,q) (ws3))
= Z?:_Ol T (i) (w1)T(Bin,g.fo.q) (W2)T (Bim,g) (ws3))
et comme pour tout 0 < 7 < n —1, on a Binqefoq = ri 00 , o 15 :
[1] — [n + ¢ — 1] est définie par r;(0) = 0 et r;(1) = i¢. On aura donc
T(Bin,gfoq) = T(riodr) car D(ws) = 0. Donc
Wy —1 wawz = wa(wi —1 W3)
Pourq=0,netp>1,0na
wi =1 wawy = 30 T( @) (W1) T (Binp) (T (fp0) (w2) T(gp0) (w3))
= 30 T(inp) (W) T (Binp) (w2)T(Binpgpo) (ws))
or pour tout 0 <7 <n—1,ona f;npgpo =tiody ot : [1] — [n+p—1]
vérifie ¢;(0) = n+p —1 et t;(1) = p +i. Et comme D(wz) = 0, donc
T(/Bi,n,p.gp,O) = T(ti © 51) = T(gn-i-p—l,o)' D’ou
wi —1 wawsz = (W1 —1 Wa)ws
O
Proposition 6.5. Les deuz propositions 5.2.3 et 5.2.5 impliquent que st

T est une AGS sur Z/2, alors lalgébre de cohomologie H*(T*) est une
algébre de Gerstenhaber.
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Remarques 6.6. La proposition 6.8 induit le fait que :
— Pour toute Z/2-algebre A, la cohomologie de T*(A) est une algebre

de Gerstenhaber.

— Pour tout espace topologique X qui a le type d’homotopie d’'un CW-

complexe, 'algebre de cohomologie H*(X,Z/2) est une algebre de
Gerstenhaber.
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