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Les motifs de Tate et les opérateurs de
périodicité de Connes

ABHISHEK BANERJEE

Résumé

Dans cet article, nous définissons une catégorie ]\ffo/tc des motifs sur une
catégorie monoidale symétrique (C, ®, 1) vérifiant certaines hypotheses. Le role des
espaces sur (C,®,1) est joué par les monoides (non necessairement commutatifs)

dans C. Pour définir les morphismes dans ]\73750, nous utilisons des classes dans les
groupes d’homologie cyclique bivariante. Le but est de montrer que les opérateurs
de périodicité de Connes induisent des morphismes M ® T®? — M dans mc,
ou T est le motif de Tate dans J\//[\o/tc.

Tate motives and the periodicity operators of Connes

Abstract
In this paper, we define a category ]\7&50 of motives over a symmetric monoidal
category (C, ®, 1) satisfying certain conditions. The role of spaces over (C, ®, 1) is
played by monoid objects (not necessarily commutative) in C. To define morphisms
in the category 1\770150, we use classes in bivariant cyclic homology groups. The aim
is to show that the Connes periodicity operators induce morphisms M ®@T®? — M
in ]\/Totc, where T is the Tate motive in ]\%c.

1. Introduction

Soit k& un anneau commutatif. Alors, il est bien connu que la géométrie
algébrique des schémas sur k£ admet une généralisation naturelle aux caté-
gories monoidales symétriques (voir, par exemple, Deligne [4], Hakim [5],
Toén et Vaquié [11]). Etant donnée une telle catégorie (C,®, 1) abélienne
et monoidale symétrique (sous certaines hypothéses), nous définissons la
catégorie Motc des motifs (purs) sur C. Pour chaque monoide (pas né-
cessairement commutatif) A dans C, on a un motif dans ]\%tc. De plus,

Mots-clés : Motifs de Tate, opérateurs de périodicité.
Classification math. : 14F42.



A. BANERJEE

si B est un autre monoide dans C, une correspondance de A vers B (au
sens de Section 2) induit un morphisme dans Mgtc. Ceci est motivé par le
domaine de la géométrie noncommutative, dans lequel le réle des espaces
est joué par les algébres non nécessairement commutatives. Pour définir
les correspondances entre les espaces non-commutatifs (C*-algebres), on
peut utiliser (voir [3, § 2]) la K K-théorie de Kasparov. Dans la catégorie
mtc, les morphismes sont définis en utilisant les homologies cycliques bi-
variantes. Dans le cas des C*-algebres, la K K-théorie est étroitement liée
a la théorie d’homologie cyclique bivariante. Puisque ’homologie cyclique
est un analogue noncommutatif de cohomologie motivique, on peut se de-
mander s’il est possible de décrire I'opérateur de périodicité de Connes en
termes de motifs sur (C,®,1). Le but de cet article est de montrer que
I'opérateur de périodicité de Connes donne les morphismes naturels

M@T®? — M VM e Motc (1.1)
ou T est le motif de Tate dans Mgtc.

Plus précisément, soit Algc la catégorie des monoides dans C. Fixons un
entier positif n > 1. Pour A, B € Algc, nous introduisons la notion d’une
correspondance de rang n de A vers B. Notons par Corr, (A, B) ’ensemble
des correspondances de rang n de A vers B. Ces correspondances sont
composables ; autrement dit, étant donnés trois monoides A, B, C' dans
C, il existe des morphismes naturels

Corrp (A, B) x Corrp(B,C) — Corrpm,(A,C) Vm,n>1 (1.2)

De plus, si e € Corry(A, A) est une correspondance telle que eoe = e, nous
disons que e est un projecteur. Posons Corr(A, B) := {J,,~, Corrn(A, B)
et notons par C(A, B) le groupe abélien engendré par les correspondances
de A vers B. Alors, nous définissons la catégorie ALG ¢ telle que les objets
de ALGc sont les monoides dans C et avec

HomALGC(A,B) = C(A,B) ®z C (1.3)

On peut considérer la catégorie ALGc comme un analogue de la catégorie
des schemas projectifs lisses sur k enrichie par les correspondances.

Dans Section 3, nous construirons une théorie cyclique bivariante pour
les monoides dans (C,®,1). Etant donnés deux monoides A, B dans C,
notons par HCy(A, B), k € Z les groupes d’homologie cyclique bivariante.
Alors, considérons la catégorie Motc telle que ses objets sont les couples
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MOTIFS DE TATE ET OPERATEURS DE PERIODICITE

(A,m) ou A est un monoide et m € Z. De plus, posons (V (4,m), (B,n) €
Motc,k € Z)

Homprot ((A,m), (B,n)) = Homprore (A, m+ k), (B,n+k))

.= HCyp_n(A, B) (1.4)
Nous montrons qu’il existe un foncteur canonique
I:ALGc — Motc I(A) :=(A4,0) (1.5)

En particulier, si e € Corri(A, A) est un projecteur, on a un morphisme
I(e) € Hompot((A,0), (A,0)). Pour chaque m € Z, notons par I(e)[m] le
morphisme I(e) consideré comme un élément de Hom ot ((A,m), (A, m))
= Hompot ((4,0), (4,0)).

La catégorie Mgtc des motifs sur (C,®, 1) est définie comme suit : Les
objets de mtc sont les triplets (A4, e, m) tels que A est un monoide dans
C, e € Corri(A, A) est un projecteur et m € Z. De plus, posons

Homft;c((Aveam)? (B’fv TL))
= I(f)[n] o Hompsote (A, m), (B, n)) o I(e)[m] C HCy,—pn(A, B)
(1.6)
Dans la catégorie Mgtc, nous considérons le motif de Tate T := (1,id, —1)
et le motif de Lefschetz L := (1,id, —1). Nous montrons que les opérateurs
de périodicité de Connes, considérés comme cycles dans HC _5(A, A), in-
duisent les morphismes naturels (voir (3.50))

Sim—2(A) Sim+2(4)

Snld), (A, e,m) =222 (A e,m) @ L®2 (1.7)

(A e,m) @ T®?
Enfin, nous utilisons le systéme inductif (1.7) pour définir une catégorie
des motifs périodiques sur (C, ®,1) (voir (3.54)).

Remerciements : J'adresse mes plus sincéres remerciements au Pro-
fesseur Alain Connes, qui a suggéré cette direction de recherche.

2. Correspondances entre les catégories des modules

Soit k£ un corps algébriquement clos. Notons par Algx la catégorie des
k-algebres unitaires. Dans tout l'article, les algebres considérées appar-
tiennent a Algg. Tous les homomorphismes sont supposés unitaires.

Pour chaque k-algebre A, la catégorie des A-modules & gauche est notée
par A— Mod. Notons que A — Mod est une catégorie abélienne. Alors, les
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produits directs finis dans A — Mod coincident avec les sommes directes
finies. Pour chaque objet M de A— M od, notons par M™ la somme directe
(ou le produit direct) de n copies de M.

Etant donné un morphisme f : A — B dans Algy, il existe un foncteur
f*1A— Mod — B — Mod défini comme suit :

Ff 1 A—Mod — B—Mod  f*(M):=B&sM (2.1)

Il est bien connu que le foncteur de restriction f. : B— Mod — A — Mod
est un adjoint a droite de f*.

Notre but est d’agrandir la catégorie Algy en ajoutant les correspon-
dances finies et étales. La notion de correspondance finie entre les schémas
est bien connue (voir [10]). Mais, dans la définition suivante, nous nous
limitons & des correspondances finies et étales.

Définition 2.1. Soient X et Y deux schémas lisses et separés sur k.
Supposons que X est connexe. Une correspondance élémentaire de X vers
Y est un sous-ensemble Z C X x Y fermé et irréductible tel que Z est
fini, étale et surjectif sur X.

Si X n’est pas nécessairement connexe, une correspondance élémen-
taire de X vers Y est une correspondance élémentaire d’'une composante
connexe de X vers Y.

Notons par Cor(X,Y) le groupe abélien libre engendré par les corres-
pondances élémentaires de X vers Y.

De plus, si f : X — Y est un morphisme fini et étale de schémas
sur k, on sait que (voir [8, § 5.6]) pour chaque sous-ensemble ouvert
V = Spec(A) C Y,onaU = f1(V) = Spec(B), ou B est une A-
algebre séparable et projective de type fini. Ainsi, on sait que B est un
A-module projectif de rang fini. Alors, il existe un A-module libre A™ et
un monomorphisme B — A™ des A-modules. Si le morphisme d’ anneaux
commutatifs induit par f|U : U — V est noté par g : A — B, il existe
des morphismes naturels de A-modules :

9" (M) =BRs M — A" @4 M ~ M" VMeA—Mod (2.2)

Définition 2.2. Soient A, B deux algebres appartenant a Algg. Soit n un
entier n > 1. Une correspondance de A vers B de rang n est un quadruplet

(C, fa, [B,iB) tel que :
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(a) C est une k-algebre et f4 : A — C, fp : B — C sont des
homomorphismes d’anneaux.

(b) ip : fB«ff; — Id"™ est une transformation des foncteurs, ou Id" :
B — Mod — B — Mod est défini comme Id"(M) = M™ pour chaque
M € B — Mod.

Soient A, B deux algebres appartenant a Algy et soit (C, fa, fB,iB)
une correspondance de A vers B de rang n. Alors, on peut définir deux
foncteurs :

P:A—Mod — B— Mod P := fp.o f}

Q:B—Mod— A— Mod Q= fasxo [
Choisissons M, M" € B — Mod et M' € A — Mod. Considérons le dia-
gramme commutatif suivant :

Hom(fEM, f3M') @ Hom(fiM', fEM") ——— Hom(fiM, f5M')

g ]

Hom(M, fp.fiM') @ Hom(M', fasfM") —— Hom(M, fe.f5M") (2.4)

(2.3)

:l Hom(M,iB(M”))l

Hom(M,P(M')) ® Hom(M',Q(M")) ——  Hom(M,M")"
ou le morphisme
Hom(fg(M), fa(M'))@Hom(f4(M"), f5(M")— Hom(f5(M), f5(M"))
dans le diagramme (2.4) est donné par composition. Notons que la ca-
tégorie C — Mod n’apparait pas explicitement dans la fleche du bas du

diagramme (2.4) Pour nos fins, nous avons besoin d’introduire la notion
de correspondance entre catégories abéliennes. Cela est motivé par (2.4).

Définition 2.3. Soient A et B deux catégories abéliennes et soit n > 1.
Une correspondance de rang n de A vers B est un triplet (P, Q, fpg) tel
que :

(a) P: A— B, Q : B— A sont des foncteurs.

(b) fro = {fro(M')}areca est une famille des transformations des
foncteurs telle que, pour chaque M’ € A fixé, il existe des morphismes
naturels (V M, M" € B)

fro(M,M',M")
%

Hom(M, P(M')) @ Hom(M',Q(M")) Hom(M, M")» (2.5)
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Notons par Corry, (A, B) le sous-ensemble des correspondances de A vers
B de rang n. Posons Corr(A,B) := |J Corr,(A, B).
n>1

Nous remarquons que, V M, M" € B, 'ensemble Hom(M,M") est
un groupe abélien. Ainsi, la somme directe de n copies de Hom(M, M")
coincide avec le produit direct de n copies de Hom(M, M").

Proposition 2.4. Soient A et B deux catégories abéliennes. Soit (P, Q)
un couple des foncteurs adjoints P: A — B, Q : B — A. Alors, (P,Q)
définit une correspondance de A vers B de rang 1.

Démonstration. Fixons un objet M’ € A et choisissons deux objets M,
M" € B. Alors, il existe un morphisme naturel

Hom(M,P(M')) ® Hom(M',Q(M"))

g

Fro(M, M’ M") := { Hom(M, P(M')) ® Hom(P(M'), M")  (2.6)

l

Hom(M,M")

ou le morphisme Hom(M, P(M'))® Hom(P(M"), M") — Hom(M, M")
est défini par composition des morphismes. Alors, (P, Q, fpg) est une cor-
respondance de A vers B de rang 1. O

Soient A, B, C trois catégories. Soit (P,Q), P: A — B,Q: B — Aun
couple des foncteurs adjoints. Soit (P',Q"), P': B—C, Q" :C — B un
autre couple des foncteurs adjoints. Alors, il est bien connu que (P’'P, QQ’),
PP:A—C,QQ :C— A est un couple des foncteurs adjoints. Dans
la proposition suivante, on voit que la composition des correspondances
est effectuée d’une maniere tres similaire.

Proposition 2.5. Soient A, B, C trois catégories abéliennes. Fizons m,
n > 1. Alors, il existe une composition des correspondances

Corrm(A,B) @ Corrp(B,C) — Corrpm,(A,C) (2.7)
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Démonstration. Soit (P,Q, fprg) € Corry, (A, B) une correspondance de
rang m et soit (P',Q’, fpig') € Corrp(B,C) une correspondance de rang

n. Choisissons M, M" € C et M’ € A. Puisque (P,Q, fpg) est une cor-
respondance, il existe un morphisme

Hom(PM',PM") @ Hom(M',QQ'(M"))
Fra(PM/M'Q'M") | (2.8)
Hom(PM', Q' M")™

En particulier, considérons le morphisme identité id € Hom(PM', PM’").
Alors, on a un morphisme

fro(PM',M',Q'M")(id® ) : Hom(M',QQ'M") — Hom(PM',Q'M")™
Puisque (P',Q’, fpr¢) est une correspondance, il existe un morphisme
Hom(M,P'PM') @ Hom(PM', Q' M")
Fprqy(M.PM" M") | (2.9)
Hom (M, M")"
En utilisant (2.8) et (2.9), nous posons :
Hom(M,P'PM') @ Hom(M',QQ'M")
|1@sraterr @ aias )
frrpoo (M, M',M") = { Hom(M,P'PM') ® Hom(PM',Q'M")"™  (2.10)

l & fpry (M, PM',M")
i=1

Hom(M, M")wm

Dong, le triplet (P'P,QQ’, fppq’) est une correspondance de A vers C
de rang mn.
O

Plus généralement, considérons une petite catégorie monoidale symé-
trique (C, ®, 1). Supposons que C est abélienne et tous les produits directs
finis sont inclus dans C. Pour en savoir plus sur les catégories monoidales
symétriques, voir, par exemple, [7]. Dans toute la suite, notons par Algc
la catégorie des monoides commutatifs et unitaires dans C.
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Définition 2.6. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale symétrique comme
plus haut. Soient A, B deux monoides appartenant a Algc. Alors, une
correspondance de rang n de A vers B est une famille

(P,Q.fpg) = {(P",Q", fho)reais} (2.11)
vérifiant les conditions suivantes :

(a) Pour chaque monoide T € Algc, (PT,Q7, f};Q) est une correspon-
dance de (A ® T) — Mod vers (B ® T) — Mod de rang n (au sens de la
Définition 2.3).

(b) Soit g : T — T’ un morphisme dans Algc. Pour M, M" €
(BRT)— Mod, M' € (A®T) — Mod, posons N := (B®T') @pgr M,
N :=(AT") Q@aer M', N" .= (B T") @pgr M". Alors, les foncteurs
{PT, Q" }reage sont compatibles avec le changement de base :

PT(N') = PT(A® T') ®a0r M) = (B® T') ®per PT (M)
QUIN") = Q" (B&T') ®per M") = (A® T') ® et Q" (M)
(2.12)
De plus, le diagramme suivant est commutatif :

T M,Ml,M”
Homper (M, PTM") @ Homagr(M',QTM") feq(MAMMT), Hompegr(M, M")"

l l (2.13)

, , T/ N,N’,N”
HOmB®T/(N7 PT N/) ® HomA®T/(N’7QT N”)M HOTTLB®T/(N, N”)n

ou les morphismes verticaux sont induits par changement de base. Notons

par Corr,(A, B) le sous-ensemble des correspondances de A vers B de
rang n. Posons Corr(A, B) := |J Corr,(A, B).
n>1

Proposition 2.7. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale symétrique
comme plus haut. Soient A, B, T trois monoides appartenant d Algc.
Alors, il existe des applications naturelles :

Corrn(A,B) — Corrp (AT, B®T) Vn >1 (2.14)

Démonstration. Soit (P,Q,fpg) = {(PT,QT, fho)1cage} une corres-
pondance de A vers B de rang n. Nous posons (V T" € Algc)

P =P QT = Q" fpo[T) = fEET (2.15)

8
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Alors, on voit aisement que la famille

(PT],QIT]. fro[T]) == {(PIT]", QITI", frq(T)" Jrreaige}  (2.16)

satisfait toutes les conditions dans la définition 2.6. |

Proposition 2.8. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale symétrique
comme plus haut. Soient Ay, As, Ag trois monoides appartenant a Algc.
Fizons m, n > 1. Alors, il existe une composition des correspondances

Corrp(Ay, A2) ® Corrp(Aa, Ag) — Corrpm,(Az, As) (2.17)

Démonstration. Soit {(PT,QT, f]ji:Q)TEAlgc)} € Corry, (A, Az) une corres-

pondance de A; vers As et soit {(P'7,Q'", f]q;/Q/)TGAlgc)} € Corry(Ag, A3)
une correspondance de As vers As. Il résulte de Proposition 2.5 que, pour
chaque T € Algc, on peut composer les correspondances (PT, Q7 fIZQ) €

Corry (A1 @ T — Mod, Ay @ T — Mod) et (P'T,Q'T, fg/Q/) € Corrp(A2®
T — Mod,As @ T — Mod). Posons

(P/T7Q/T7f£/7Q’) S (PT7QT7sz—:Q)
= (P/TPT, Q Q/T, fI,I;IP,QQI) € COTTmn(Al & T— MOd, AS & T— Mod)

ou fL, p.oq est défini comme dans (2.10). Soit g : T — 7" un morphisme

dans Alggc. Alors, les foncteurs PTPT, QT Q' T € Algc sont compatibles
avec le changement de base :
Pour chaque M € A3 T — Mod, N € Ay, T — Mod, on a

PTPT (A @T) @407 N) = PT (A2 ®@T") @ a7 PT(N))
= (A3 @ T") @ ay0r P PT(N)

QUQT(A3®T") @aer M) = QT (A2 ®T") @ aper QT (M))
= (AT @07 QTQT (M)

Enfin, on voit que les morphismes f%, 5 ogn T € Algc définis comme dans
(2.10) sont naturels au sens de (2.13).
Il

Enfin, nous définissons la catégorie ALGc des monoides et corres-
pondances. Les objets de ALG¢ sont les monoides dans C. Soient A,

9
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B € ALGc. Notons par C(A, B) le groupe abélien libre engendré par les
éléments de Corr(A, B). Posons

Homarae(A,B) :=C(A,B) ®;C (2.18)
Il résulte de (2.18) que la catégorie ALGc est C-linéaire. Dans la section
suivante, nous allons définir la catégorie Motc des motifs sur (C, ®,1). La

catégorie Mot des motifs sur (C,®,1) est munie d'un foncteur canonique
F:ALGc — Motc.

3. La catégorie des motifs sur (C,®,1)

Soit (C,®, 1) une catégorie monoidale symétrique et abélienne comme
dans la section 2. Nous avons supposé que la catégorie C est petite. Soit
A un monoide dans C. Alors, le nerf cyclique de la catégorie A — Mod
est un ensemble cyclique au sens de Connes (voir [1], [2]). Notons par
CN(A — Mod) le nerf cyclique de A — Mod, CN,(A) I'ensemble de ses
simplexes de dimension n (¥ n > 0). Alors, on a

CNn(A):= [ Homa(Mi, Mo)x Homa(Ma, My)x...x Homa (Mo, My)

On a les morphismes suivants :
Of(A) : CNy(A) — CNp—1(A)
67 (A)(for oo fu) = for oo fi © firts o fu)  ¥O<i<n—1 (3.1)
5Z(A)(f0’ R fn) = (fn © f07 flv cey fnfl)

entre les ensembles C'N,,(A), n > 0. De plus, on a un opérateur cyclique
0"(A) : CN,(A) — CNp—1(A)
Tn(A)(fo, fl, yaens fn) = (—1)n(fn, fo, ey fn—l) v (f(), ey fn) S CNn(A)
Posons
CN,(A)c :=Z|[CN,(A)] ®z C Vn>0 (3.2)
ou Z[CN,(A)] est le groupe abélien libré engendré par les éléments de
CN,(A). Alors, on a les morphismes induits (V n > 0)
5;?@ :CNp(A)c — CNp—1(A)e 0<i<n

Tn,c 1 CNp(A)c — CN,(A)c (3.3)

10
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11 résulte de (3.2) que CN(A)c := {CNn(A)c}tn>0 est un module cy-
clique au sens de Connes (voir [2], [1]). Considérons le bi-complexe CC(A)
correspondant a ce module cyclique (comme expliqué dans [9, § 2]) et no-
tons par T'ot(CC(A)) le complexe total de CC(A). Alors, on a

TOtk(CC(A)) = CNk(A)(C ® CNkfl(A)(c D...D CN()(A)(C VE>0 (34)

Les opérateurs de périodicité sont induits par les projections
TOtk(CC(A)) = CNk(A)(C S, CNkfl(A)(c b..D CNO(A)(C

S (A)l (3.5)

Toty—2(CC(A)) = CNy—2(A)c & CNg—3(A)c ® ... & CNo(A)c
L’opérateur différentiel du complexe T'ot(CC(A)) est donné par (V k € Z) :

k
di(A) : Toty(CC(A)) — Toty_1(CC(A))  di(A) =3 dP(4) (3.6)
p=0

ou les morphismes diip (A) sont définis comme :

k

20(—1)2556(,4) si p=0

dFP(A) = FEL Nir1gk-p ; oA
p (A)i=q > (1) c"(A) + (1= m—pc(A) sip>1 est impair

liig . k=p .

> (—1)155”’(513(14) + > (Th—pc(A))’ si p>2 est pair

i=0 i=0

Soient A, B deux monoides dans C. Rappelons que Algc est la catégorie
des monoides dans C. Si T'— T” est un morphisme dans Algc, il existe
des morphismes naturels (V n > 0)

(ART) ®agr)y 1 CNp(A®T)c — CN,(ART')c (3.7)

induits par les foncteurs (A®T")®agr)___ : (ART)—~Mod — (ART")—
Mod de changement de base. En combinant avec (3.4), on peut définir les
morphismes (V k& > 0)

(A & T,) ®(A®T) o TOtk(A X T) — TOtk(A X T/) (38)

Nous adaptons la théorie cyclique bivariante au cas des nerfs cycliques.
Pour en savoir plus sur cette théorie, voir [6], [9]. Nous considérons un
complexe

(Hom? (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))),d.) (3.9)

11
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tel quun élément F' € Homs (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))) est une famille
de morphismes linéaires :

F={Fl':Totx(CC(ART)) — Tot}sn(CC(BRT))|k € Z,T € Algc} (3.10)
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) Pour chaque morphisme 7' — T” dans Algc, on a (V k € Z)

(BRT)®peory . oFF =F o ((A®T) ®er) ) (3.11)

b) Pour chaque T € Algc, les morphismes Fi!' commutent avec les
( q gc, p i
morphismes de périodicité :

Span(BRT)o Fl = FL , 0 Sp(A® T) (3.12)

Pour chaque élément F' € Hom: (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))), I'opérateur
différentiel 9, du complexe Hom? (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))) est donné
par (VT € Algc, k € Z) :

(P = dn(BRT) 0 Ff — (-)"FL jodi(ART)  (3.13)

Nous posons

HC,(A, B) := Hy(Hom? (Tot(CC(A)), Tot(CC(B)))) VpeZ
(3.14)
De plus, si B’ est un autre monoide dans C, on a un produit

HCy(A,B)® HCy(B,B') — HCp(A,B") VY p,q€Z (3.15)

donné par la composition des morphismes. Nous sommes préts a définir
une catégorie préliminaire des motifs sur (C,®,1).

Définition 3.1. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale symétrique comme
plus haut. Les objets de la catégorie Motc sont les couples (A, m), ou A
est un monoide dans C et m € Z. Etant donnés deux objets (4, m), (B, n)
de Motc, nous posons

Homtorg ((A,m), (B,n)) = HCp_n(A, B) (3.16)

12
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Si (B’,p) est un autre objet de Motc, il résulte de (3.15) qu’il existe
une composition

HomMotc(<Av m): (B7 n)) ® HomMotc((B’ n)7 (B/,p))

|

HCpy—n(A, B) ® HCp_,(B, B') (3.17)

l

Hcm*p(Av B,) = HomMOtc((A7 m)7 (B/ap))
En appliquant (3.16), nous voyons aussi que (V k > 0)
Homprote, ((A,m + k), (B,n+ k) = Hompor (A, m), (B,n)) (3.18)

De plus, étant donné un morphisme F' € Homprote ((4, m), (B, n)), notons
par F'[k] le morphisme F considéré comme un élément de Hom ot (A, m—+
k),(B,n+k)).

Proposition 3.2. Soient A, B, T trois monoides dans (C,®,1). Pour
tous les entiers m, n, p € Z, il existe des morphismes naturels

Homprote ((A,m), (B,n)) — Homporo (AR T,m+p),(BRT,n+p))
Démonstration. En combinant (3.14) et (3.16), on a

Homor ((A,m), (B,n)) = Hyn((HomZ (Tot(CC(A)), Tot(CC(B)))))

Considérons un élément F' € Homs,_, (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))) qui in-
duit une classe dans le groupe d’homologie

Hypn((Hom? (Tot(CC(A)), Tot(CC(B))))) = HC_n(A,B)  (3.19)
Alors, F' est une famille de morphismes
{FL" : Tot),(CC(ART") — Totpm-n(CCBRT))|k € Z,T' € Algc} (3.20)
comme dans (3.10). En particulier, la sous-famille

RGeS {FIT)F |k € 2, T" € Algc}
FITT" .= FI®T" . Toty (CC(AQ T @ T")) — Totgym - n(CC(BRT @T"))

est un élément de Homs,_,,(Tot(CC(A®T)), Tot(CC(B®T))). Puisque
F induit un élément dans le groupe d’homologie, on a (V T7 € Algc,
keZ)

Omn(F)E = digmn (BT o Fl' —(—=1)" " F"  od (A®T') = 0 (3.21)

13
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En particulier, on a (V T € Algc, k € Z)
am_n(F[TD%W - 7" 7"
desm-n(BRTRT") o FI®T" — (—1)" "FLET" o (AT ®T") =0
Alors, il existe dans H,, ., ((HomZ (Tot(CC(A® T)), Tot(CC(B®T)))))
une classe induite par F'[T]. Ainsi, nous avons un morphisme
Homprote ((A,m), (B,n)) — Homporo (AR T,m),(B®T,n))
= Hompoi(A® T, m+p), (B&T,n+p))
[l

Proposition 3.3. Soient A, B, T trois monoides dans (C,®,1). Alors,
il existe un foncteur naturel I : ALGc — Motc défini comme

I: ALGc — Motc I(A) := (A,0) VAeALGc (3.22)
De plus, le diagramme suivant est commutatif :
C(A, B) e C(AT,B®T)

! l

Homtors ((A,0), (B,0)) —— Homusore((A®T,0), (B & T,0))
(3.23)

Démonstration. Choisissons une correspondance {(PT/, QT fﬂg)pe Alge }
de A vers B. Pour chaque T’ € Algg, le foncteur PT" : (A®@T")— Mod —
(B®T")— Mod induit un morphisme entre les nerfs cycliques CN(AQT" —
Mod) et CN(B®T' — Mod). Donc, le foncteur P induit un morphisme
entre les modules cycliques CN(ART" )¢ et CN(B®T")c. Alors, on obtient
les morphismes (V k € Z)

CN(P)} : Totx(CC(ART")) — Tot,(CC(B®T")) (3.24)
Alors, on a une famille de morphismes :
CN(P):={CNP)'|k € Z,T' € Algc} (3.25)

Puisque les morphismes C'N (P)Z/ sont induits par les foncteurs PT" :
(ART')— Mod — (B®T'") — Mod, il résulte de la définition 2.6 que les
morphismes {CN(P)L'|k € Z,T" € Algc} satisfont les propriétés (3.11)
et (3.12). De plus, les morphismes induits CN(P)L" commutent avec les

14
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différentielles sur les complexes totaux Tot(CC(A®T")) et Tot(CC(B ®
T")). Alors, on a

O (CN(PNE = dp(BRT)oCN(P)E —CN(P)E odi(ART') =0 (3.26)
Donec, CN(P) est une classe dans le groupe d’homologie
Hy(Homs (Tot(CC(A)), Tot(CC(B)))) = Homarerg ((A,0), (B, 0))
Alors, on a un foncteur
I: ALGc — Motc I(A) := (A,0) VAe ALGc

De plus, on sait que les morphismes
Corrp(A,B) — Corrp,(AQT,B®T) Vn>1 (3.27)

dans (2.14) sont définis comme sous-familles de {PT" : (A®T")— Mod —
(BRT')— Mod|T" € Algc}. Dans la démonstration de la proposition 3.2,
on voit que les morphismes

Homators ((A,0), (B,0)) — Homsoe (A®T,0),(B®T,0)) (3.28)

sont définis d’'une maniere similaire. Ainsi, le diagramme (3.23) est com-
mutatif.
[l

Définition 3.4. Soit A un monoide dans (C,®,1). Alors, une corres-
pondance (P,Q,fpg) = {(PT,QT,f};Q)TeAlgC} de rang 1 est dite un
projecteur si elle satisfait :

(PanfPQ) © (PvafPQ) = (P7Q7fPQ) (329)
Nous sommes préts a définir la catégorie des motifs sur (C, ®, 1).

Définition 3.5. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale symétrique comme

plus haut. Les objets de la catégorie Motc des motifs sur (C,®, 1) sont
les triplets (A, e, m) tels que :

(a) A est un monoide dans (C,®,1) et m € Z.

(b) e € Corri(A, A) est un projecteur.

Soient (A4, e, m), (B, f,n) deux objets de Motc. Il résulte de (3.18) que
(

Homprot ((A,m), (A,m)) = Hompor ((4,0), (A4,0)) = HCy(A, A)
Homrore (B, 1), (B,n)) = Hompoe ((B,0), (B,0)) = HCy(B, B)
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Les morphismes dans Motc sont définis comme suit :

HOTTL%C((A; €, m)’ (Ba fa ’I’L))

= 1(f)[n] o Homarore ((A,m), (B, n)) o I(e)[m]
ou I(e)[m] (resp. I(f)[n]) est 'élément de Homprore ((A,m), (A, m)) (resp.
Homrote ((B,n), (B,n))) correspondant & I(e) € Hompsor ((4,0), (4,0))
(resp. I(f) € Homrote ((B,0), (B,0))).

Pour chaque monoide A dans C, le motif de A est défini comme 'objet
(A,id,0) de Motc.

(3.30)

Considérons deux objets (A4, e,m), (B, f,n) de Motc. Puisque I(e)[m] €
HCy(A,A) et I(f)m] € HCy(B, B) sont des idempotents, on a
HOmmc ((Av €, m)a (Ba f, n))
= I1(f)[n] o Homaror ((A,m), (B, n)) o I(e)[m] € HCp—n(A, B)
(3.31)

Dans la catégorie mtc, nous définissons les trois motifs suivants :

(1) Le motif trivial : 1 := (1,14d,0).

(2) Le motif de Lefschetz : L := (1,id, 1).

(3) Le motif de Tate : T := (1,4d, —1).
Proposition 3.6. Soit T un monoide dans C. Pour chaque k € Z, on a
un foncteur
_ @ (T,id, k) : Motc — Motc (A,e,m) — (AT, e[T],m+k) (3.32)

ot e[T] € Corri (AT, AR T) est I’élément associé a e € Corri(A, A)
par le morphisme

Corri(A,A) — Corm (AT, A®T) (3.33)

défini comme dans 2.14.

Démonstration. Soient (A,e,m), (B, f,n) deux objets de Motc. 1l suffit
de montrer qu’on a un morphisme naturel :

Hom%C((A, e,m), (B, f,n))
l (3.34)

Hommc((AQ@T,e[T],m—i— k), BT, f[T],n+k))
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Puisque e, f sont des projecteurs, il résulte de la démonstration de la
proposition 2.7 que e[T'], f[T] sont des projecteurs. Choisissons un élément

I(f)In] o Frol(e)[m] € Hom— ((A,e,m), (B, f,n)) (3.35)

ou F est la famille des morphismes :
F = {F": Tot)(CC(AQT")) — Tot4m_n(CC(BRT))|T" € Algc,| € Z}
Nous considérons la sous-famille F[T] = {F[T]I"|T" € Algc,l € Z} de F
définie comme suit (V 7" € Algc, l € Z) :

Tot)(CC(ART ®T"))

| Py e
Totiym-—n(CC(BRT ® T”)) = TOtl—i—(m-i—k)—(n-i—k)(CC(B RT® T”))

Il résulte de la proposition 3.2 que la sous-famille F/[T] est un morphisme
dans Hom ot (AQT, m~+k), (BT, n+k)). Ainsi, on obtient un élément

I(f[T))[n+klo F[T]oI(e[T])[m+k] € Hom - ((AQT,e[T],m+Fk), (B

T, f[T],n + k)). Alors, on a un morphisme
Homyr, ((A,e,m), (B, f,n))

| (3.36)

Hom = (A T,e[T],m+k),( BT, f[T],n+k))

De plus, puisque les familles F[T], I(e[T]) et I(f[T]) sont définies comme
sous-familles des F', I(e) et I(f) (respectivement), le morphisme (3.36) est

compatible avec les compositions dans la catégorie Motc. O

En particulier, le motif de Tate T = (1,4d, —1) définit un foncteur

_ ®T: Motc — Motc (A,e,m)— (A,e,m) ®T := (A, e,m — 1)
(3.37)
De méme, le motif de Lefschetz définit un foncteur

~ ®L: Motc —s Motc (A,e;m) — (A, e,m) QL := (A, e,m+ 1)
(3.38)

Proposition 3.7. Considérons les foncteurs QT : mtc — mtc,_(@
L : Motc :— Motc définis comme plus haut. Alors, (_ ®L,_®T) et
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(_®T, ®L) sont des couples des foncteurs adjoints entre Motc et
Motc.

Démonstration. Soient (A,e,m), (B, f,n) deux objets de Motc. En ap-
pliquant (3.30), on a

Hommc((A, e,m)®L, (B, f,n))

= Homy, ((A,e,m+1),(B, f,n)

)
= I1(f)[n] o Homurorg ((A,m + 1), (B, n)) o I(e)[m + 1]
De plus, il résulte de (3.18) que

Hompsore ((A,m + 1), (A;m + 1)) = HCo(A, A) = Hompsors ((A,m), (A, m))
Homprore ((B,n), (B,n)) = HCy(B, B) = Hompore ((B,n — 1), (B,n — 1))
Hompsore ((A,m +1),(B,n)) = Homprore (A, m), (B,n — 1))

) (B;n)
On voit que le morphisme I(e)[m+1] € Hompors (A, m + 1), (A,m + 1))
(resp. I(f)[n] € Hompore ((B,n),(B,n))) considéré comme un élément
de HCy(A, A) (resp. HCy(B, B)) coincide avec le morphisme I(e)[m] €
Homprore ((A,m), (A,m)) (resp. I(f)[n—1] € Hompore ((B,n—1), (B, n—
1))) Alors, on a

Hom = ((A,e,m)® L, (B, f,n))

=I(f)[n ]oHomMotc((A7m+1)7(B7 )) I(e)[m +1]
=I(f)[n—1] o Hompsote ((A,m), (B,n — 1)) o I(e)[m]
= Homm ((A,e,m), (B, f,n—1))

= Hom . ((A,e,m), (B, f,n)®T)

De méme on peut vérifier que (_ ® T, ® L) est un couple des foncteurs
adjoints.
]

Proposition 3.8. Soit Vece la catégorie des espaces vectoriels sur C. 1l
existe un foncteur contravariant de réalisation

Réal : Motc —s Vecg (3.39)
a valeurs dans Vecc. Le foncteur Réal est défini comme suit :
Réal(A,e,m) := Hom ;. ((A,e,m), (1,id,0)) V (A,e,m) € Motc
ot (1,id,0) est le motif trivial.
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Démonstration. 1l résulte de (3.31) que la catégorie Motc est C-linéaire.
Etant donné un morphisme I(f)[n] o F o I(e)[m] : (A,e,m) — (B, f,n)
dans Motc, on a un morphisme induit

Réal(B, f,n) = Hom— ((B, f,n),(1,id,0))

Motc
Hom]ggtc (_,(1,id,0))l (340)
Réal(A,e,m) = ]'170771]\7&0((147 e,m),(1,id,0))

Il est clair que Réal est compatible avec les compositions dans ]\%tc.
O

Soient (A, e,m), (B, f,n) deux objets de Motc. Alors, pour chaque
monoide T € Algc, les opérateurs de périodicité sont induits par les
projections (comme expliqué dans (3.5)) (V k € Z) :

Totp(CO(A®T')) = CNL(ART )¢ @ ... ® CNy(A® T') ¢
Sk(A®T’)l (3.41)
Tot,_o(CC(ART")) = CNp_o(ART ) & ... CNo(A® T')c
Ainsi, la famille de foncteurs
S(A) == {Se(A@ Tk € Z,T' € Algc} (3.42)

est un élément S(A) € HC_3(A, A) = Hompsot ((A,m—2), (A, m)). Nous
avons déja dit que

Hom%C((A,e,m), (B, f,n)) C HC,,—n(A, B) (3.43)

Alors, 'élément S(A) € HC_3(A, A) définit un morphisme
Smn(A,B) : Hommc((A, e,m), (B, f,n)) — HCp_n(A, B)
_os(a) | (3.44)
HCp—n—2(A, B)
Nous allons montrer que 'image du morphisme Sy, (A, B) est contenue

dans Hommc((A, e,m—2), (B, f,n)) C HCy—n—2(A, B).
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Proposition 3.9. Soient (A,e,m), (B, f,n) deuz objets de Motc. Alors,
limage du morphisme Sy,(A,B) est contenue dans Hom-— ((A, e, m—2),

Motc
(B, f,n)) C HCyp—n—2(A, B).
Autrement dit, on peut restreindre Sy, (A, B) @ un morphisme :

Homm ((A,e,m), (B, f,n))

Simn(AB) | (3.45)

Hom. (A e;m) @ T2, (B, f,n)) € HCpy—n—2(A, B)

ou T est le motif de Tate et (A,e,m) @ T®? = (A,e,m) @ TR T =
(A,e,m —2) au sens de (3.37).

Démonstration. On sait que

Homy— ((A,e,m), (B, f,n)) = I(f)lnJoeHomurors (A, m), (B,n))el(e)[m]

Soit I(f)[n]o FolI(e)[m] € Hom = ((A,e,m), (B, f,n)) un morphisme,

ou F' € Hompot ((A,m), (B,n)) est une famille de morphismes :
F = {Fl": Toty(CC(AQT")) — Totjsm—n(CC(BRT)|k € Z,T" € Algc)

Ainsi, I'image Spn(A, B)(I(f)[n] o F o I(e)[m]) € HCyp—n—2(A, B) est
donnée par la famille de morphismes (V T" € Algc, k € Z)

Tot(CC(A®T"))
l(I(f)[n}oFoI(e)[m})g/_QoSk(A®T’) (3.46)
Totkirm—n—2(CC(BRT"))
Puisque I(e) € HCy(A, A), en utilisant la propriété (3.12), on a

(I()ily0 SHART) = S(AR T ) o (I(e))f  VkeZT € Alge
(3.47)
Alors, on voit que

(Smn(A B)I(f)ln] o F o I(e)m])’
= ([(Nn] o FoI(e)im)i , 0 Sp(A®T")

(I(f))k/ 24m—n © Fk 9 © (I(@));}FLQ o Sp(A® 17/) (3.48)
=N 24m—n © Fk—2 0 S(A®T) ° (I(e)i
= (I(f)[n] o (F o S(A)) o I(e)[m — 2])§
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Puisque FoS(A) € Homprore ((A,m—2), (B,n)),ona (I(f)[n]o(FoS(A))o

I(e)fm —2]) € Hom%C((A,e,m — 2),(B, f,n)). Alors, la composition

avec les morphismes Si(A®T") de périodicité induit un morphisme naturel

qun(Aa B) : Hommc((A, e,m), (Bv f7 TL)) - HOm%C((A, €7m72)a (Ba fa ’fl))

I(f)n] o F o I(e)[m] = I(f)[n] o F o S(A) o I(e)fm — 2]
O

En combinant la proposition 3.9 avec le lemme de Yoneda, pour chaque
m > 0 et pour chaque objet (A, e,m) de Motc, on a un morphisme naturel

Sp(A): (A e,m) @ T = (A, e,m —2) — (A, e,m) (3.49)

dans Motc. Plus généralement, les opérateurs de périodicité définissent
la tour suivante :

Sm_Q(A)l
(A, e,m) @ T®?
Sm(A)l
(A, e,m) (3.50)
Sm+2(A)l
(A, e,m) @ L®?

Smsa(R) |

Nous considérons le foncteur covariant correspondant au systéme (3.50).
Plus précisément, pour (B, f,n) € Motc, posons

= c?ézzm(Hommc((A, e,m+2i), (B, f,n)), Smi2in(A, B)) .
11 résulte de (3.51) que

H((A,e,m+2k),(B, f,n)) = H((A,e,m), (B, f,n)) VkeZ (3.52)
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De plus, puisque Homﬁc((A, e,m), (B, f,n+2l)) = Homﬁ;tc((A’ e,m—

21), (B, f,n)) pour tous les entiers [ € Z, on voit que
H((A,e;m), (B, f,n+21)) = H((A,e;m), (B, f,n))  VIE€Z (3.53)
Enfin, les résultats précédents motivent l'introduction de la catégorie

— pér — pér
M otg des motifs périodiques sur (C,®, 1). Les objets de M otg sont
les triplets (A4, e, €) tels que :

(a) A est un monoide dans (C,®,1) et € € {0,1}.
(b) e € Corri(A, A) est un projecteur.

. —— Dér e
Les morphismes dans M otg sont définis comme :

Homwpér((A, €,€), (A/, e, e/)) = H((A, e, e), (A€, e/)) (3.54)

otc

— pér
La composition des morphismes dans M otg est induite par la composi-
tion des morphismes dans Motc.
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