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Sur le centre de l’algèbre enveloppante
d’une algèbre de Takiff

FRANÇOIS GEOFFRIAU

Ann. Nlath. Blaise Pascal, Vol. 1, N° 2, 1994, pp. 15 - 31

RÉSUMÉ -L’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie semi-simple est un
.. module libre sur son centre. Le but de cet article est de démontrer, par la .

méthode de Kostant ([5]), un résultat analogue pour les algèbres de Takilf
associées à une algèbre de Lie semi-simple.

On the center of the enveloping algebra of a Takiff algebra
ABSTRACT -The enveloping algebra of a semisimple Lie algebra is a free ’
module over .its center. We prove (with the Kostant method [5]) a similar
result for the Takiff algebra associated to a semisimple Lie algebra.

1. INTRODUCTION

1.1. - Dans cet article, k est un corps commutatif, algébriquement clos et
de caractéristique nulle. Tous les espaces vectoriels et algèbres considérés sont
définis sur k, et les algèbres de Lie sont, sauf mention du contraire, de dimension
finie. Nous renvoyons à [4] pour les concepts généraux utilisés. ~’ .."
1.2. - Soit g une algèbre de Lie semi-simple de rang l. Notons g l’algèbre de
Takiff associée à g; c’est le produit semi-direct de g par son espace vectoriel
sous-jacent (considéré comme algèbre de Lie abélienne), relativement à la
représentation adjointe. Comme espace vectoriel, g s’identifie à g x g et les
crochets sont donnés par

((xo , x1), (y0,y1)] = ([xo, y0], [xo, y1] + y0])
pour tous (x0, xI ), (y0, YI) E g. 

, 

Nous considérerons g comme une sous-algèbre de g par l’injection qui à
x e g associe (x, 0) E g.
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1.3. - L’algèbre de Lie $ n’étant pas semi-simple, sa forme de Killing est
dégénérée, mais il existe une forme bilinaire B non dégénérée et invariante sous
l’action de 0 définie par

B((x0, xi), (y0, y1)) = + 

où K est la forme de Killing de g. Ceci permet d’identifier 5 et 0’ en tant quea-modules.
1.4. - Soit JV l’ensemble des éléments nilpotents de g. Soit P et P les
ensembles des éléments réguliers de g et de g respectivement (un élément d’une
algèbre de Lie est dit régulier si son centralisateur est de dimension minimale).D’après [6] 3.8, un élément de 0 est régulier si et seulement si a:o
est un élément régulier de g.
1.5. - Soit J l’ensemble des fonctions polynomiales de ~(g*) invariantes sur g
et J+ l’ensemble des éléments de J sans terme constant. Notons V, l’ensembledes zéros de l’idéal J+~(0*) de ~(s*).

Soit pt,... Pi des générateurs homogènes et algébriquement indépendantsde 1 algèbre des polynômes s-invariants de F(s’) ([4] 7.3.5 et 11.1.4). .Pour tout entier t tel que 1 ~ t ~ l, définissons les fonctions polynomialesP;, Qi sur g par pour tout ~ = (zo a:i) 6 s

,

’ ’ 

.

D’après [6] 4.5(ii), la famille de polynômes (Pi, est un système de
générateurs homogènes et algébriquement indépendants de J. L’ensemble V est
alors l’ensemble des zéros de la famille de polynômes (Pi, Qi)1~i~l,

dpi(x0).x1=0, i = 1,...,l}.

L’isomorphisme dea-modules entre s et g* permet, par prolongement,d’identifier S(g) et S(g*) en tant que g-modules. Par conséquent l’en-
semble des éléments g-invariants de S(g), s’identifiant à J, est lui aussi un
anneau de polynômes ainsi que, par symétrisation, Z(g) le centre de u().
1.6. - Soit G le groupe adjoint algébrique de . C’est le groupe engendré parles automorphismes élémentaires de a, ([2] proposition 1 p159, théorème 14
p175 et corollaire 3 p123) puisque l’algèbre de Lie g est engendrée par seséléments nilpotents (en effet, g étant semi-simple, est engendrée par seséléments nilpotents et tous les éléments de (0,g) sont nilpotents). 

-Soit G le groupe adjoint algébrique de g, il s’identifie à un sous-groupe de Get ce dernier est engendré par G et les exponentielles des éléments de ad(0,g).
1.7.- Pour x B, le rang de la famille (dp1 (a;),.... sera noté rg d03C0x.
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2. IRRÉDUCTIBILITÉ DE LA VARIÉTÉ,y

2.1. . LEMME - L’ensemble V ~ P est un ouvert non vide de V et il se compose
d’une seule G-orbite.

DÉMONSTRATION - D’après [4] 1.11.5, P est une partie ouverte de g et donc
V n P est une partie ouverte de V. H est clair que les ensembles V et P sont
stables sous Faction de G. ° 

’ 

D’après [4] 8.1.3(i), les zéros de la famille sont les éléments

nilpotents de g et pour tout z g, 0(~0) = dp,(a?).0 = 0, z = 1...~, ainsi

Comme (zo, x1) est régulier dans Q si et seulement si zo est régulier dans g,
V ~ P ~ g = N n P. L’ensemble N n P est non vide d’après [4] 8.1.1(i) et donc
V n P est non vide. -

Soit (z0,z1) ~ V ~ P) z0 est un élément nilpotent régulier de g. Alors pour
tout y 6 g; = Cet élément appartient à V, d’où

+ [y,zo]) = z1 + [y, z0]) = 0.
Il en résulte que ~i + [g,zo] est inclus dans Or ~o étant

régulier, ces deux ensembles sont des sous-espaces affines de 0 de dimension
n 2014 ~. Ils sont donc égaux, et il existe y B tel que

~i + [y,zo] = 0,
.

Ainsi (z0,z1) et z0 appartiennent à la même orbite.
D’après [4] 8.1.3(iv), l’ensemble N n P est constitué d’une seule orbite sous

l’action de G. Ainsi V n P est constitué d’une seule G-orbite.

2.2. LEMME - Soit X la variété des zéros communs d’une famille de r

polynômes sur k". Si X est la réunion d’une famille de .fermes irréductibles
telle que

dim Fi  dim F1 = n - r ~i = 2,...,n
alors X est une variété irréductible. ’ ’

DÉMONSTRATION - Soit Y une composante irréductible de .X~ alors

Pour chaque z, Y n J~ est une partie fermée de Y, donc Y étant irréductible,
toutes les parties Y n J~ sont vides sauf une. Ainsi, il existe un entier t tel

que K C F;. Or, la variété J~ étant définie par une famille de r polynômes,
ses composantes irréductibles ont une dimension supérieure ou égale à n 2014 r
([8] corollaire 5 p57). Donc d’après [3] proposition 2 p91, n - r  dim Y 
dim Fi, et 1 = 1. Par conséquent X, réunion de ses composantes irréductibles,
est égal à Fi qui est irréductible.
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2.3. - Nous avons montré (lemme 2 J) que la sous-variété V ~ P est un ouvert
non vide de V composé d’une seule G-orbite. Donc V n P est irréductible de
dimension . ". 

. 

_
dim G.a: = dim - dimx = dim - ~() = 2(dim g - l)

où a; 0 est nilpotent régulier et où ~(s) = M est l’indice de a ([6] 2.8).
2.4. THÉORÈME - Pour toute algèbre de Lie semi-simple g, la variété V est
irréductible. 

’

DÉUONI3TRATION - Supposons que l’algèbre de Lie 0 soit produit de deux
algèbres de Lie semi:-simples et 0~. Alors les algèbres ~(0~*) et ~(g~)*)
s’injectent naturellement dans ~(s*). Si (p~,... ,p~) (resp. (p~,... ,p~ ))est une famille de générateur$;homogènes et algébriquement indépendants de
1 algèbre des polynômes g(1)-invariants (resp. g(2)-invariants) de S(g(1)*) (resp
~)) alors la famille de polynômes (p~,... ... ,~.) ~ unefamille de générateurs homogènes et algébriquement indépendants de l’algèbredes polynômes g-invariants 

’"

La variété V est donc le produit des variétés et V~B Si ces deux
dernières variétés sont irréductibles, alors V l’est aussi ([3] corollaire de la
proposition 7 p52). Par conséquent, nous pouvons supposer que g est une
algèbre de Lie simple.

Soit !?: V -~ g la projection de V sur g qui à (.ro,a:i) associe zo l’image de
~ est l’ensemble N des éléments nilpotents de g.

Soit x ~ N. L’idéal des polynômes s’annulant sur la variété JV étant engendré
par pi,... l’espace tangent de Zariski de N en z, est l’intersection
des noyaux de dpi(.c),..., fp(a;). Ainsi, la fibre ~-1(x) est égale à (x, Tx(N)),et sa dimension est dim g 2014 rg d03C0x.

Les fonctions polynomiales pi,... ,pl étant g-invariantes, pour tout a G,
= Ainsi, la variété est irréductible, car imagede la variété Irréductible G X Tz(N) par le morphisme surjectif (a, y) ~(a!(a:), x(!/)) ([3] T4 pl86). Et, comme le morphisme de sur G.T déduit

de ~ est un morphisme équivariant d’espaces homogènes pour G, donc d’après
[9] théorème 4.3.3, on a

.

= dimg- rg d03C0x + dimg - dim gx = 2dimg - rg d03C0x - dim gx.

, De plus, l’orbite G.x est localement fermée ([9} lemme 4.3.1). Donc ~-1(G.x)est localement ferme, Ja’, projection ~ étant une application continue pour la
topolpgie de Zariski. Ainsi, la variété est ouverte dans son adhérence qui estdonc irréductible ([3] T2 p185). Cette dernière a, par conséquent, la mêmedimension que ([3] proposition 2 p91).
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La variété N est la réunion finie d’orbites ~?; ([4] 8.1.3). Ainsi

~ ~ ~-.1(~) _ ~--1(~i) ~ ~.»~, ,
De plus, pour toute orbite (9, de N, ~-1 (CJs) est une partie fermée irréductible
de V. Donc, d’après le lemme 2.2, pour prouver que la variété V est irréductible,
il suffit de montrer que

 2(dimg - ~)

pour toute orbite C?, sauf pour l’orbite des éléments réguliers qui est de
dimension 2(dim g - l). ..

il nous reste donc à démontrer que, pour tout x E g nilpotent non régulier,

 2(dimg -l),
2dimg - rg dxz - dim g~  2(dim g - .~),

2l  rg d03C0x + dimgz. .

ce qui est fait dans les points suivants pour chaque type d’algèbre de Lie simple.

2.5. - Lorsque l’algèbre de Lie g est une algèbre de Lie simple classique,
à tout x E g nilpotent, est associée une suite d’entiers strictement positifs
À(x) = (~1, ... , Àk) qui caractérise l’orbite de x. Ces entiers sont’les diviseurs
élémentaires de la matrice sous-jacente dans la représentation naturelle de g.

R. W. Carter exprime ([1] chapitre 13) la dimension du centralisateur de z
en fonction des entiers ri (i E N) où ri = card{j | 1 ~ j ~ k, 03BBj = i} et R. W.
Richardson exprime ([7] chapitre 4) le rang de d03C0x en fonction de 03BB(x).

2.6. - Si g est une algèbre de Lie de type :

Soit nilpotent non régulier, À(x) est déterminée par

a(x) = ... , Àk ),
~1 >~~>...;~ak>1~

Ai + À2 + - ’ + ~ = ~ +1. .

Et alors

rg d03C0x = 03BB1 - 1,

dimgZ = ~ ~~ r~ 2 - I,
j~i
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donc . 

~ 

,

rg d03C0x + dim gx = a1 + 03A3(03A3rj)2 - 2
i>1 j>i

= a~ + ~ ir~ + 2irir~ - 2
é>1 i ’

. ~ 03BB1 + 03BB1r203BB1 + 2  irir03BB1+ ir2i - 2

~ 203BB1r03BB1 + 03BB1(r03BB1-1)2+2  iri+  ir2i - 2

~ 2  iri+03BB1(r03BB1-1)2 + ir2i - 2

> 2(,~ + ~) + ai(ry " ~,)~ + ~ ir= - 2
1~i~03BB1-1

> 2~ + ~x(ra~ -1)Z + ~, ‘ zr~ ,
1~i~03BB1-1

Si r03BB1 ~ 2, alors

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 03BB1(r03BB1 - 1)2 > 2l.

Sinon, x étant non régulier, ~; est distinct de £ + 1, Jb ~ 2, a2 ~ a~ et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 03BB2r203BB2 > 2l.

2.7. - Si g est une algèbre de Lie de type Bl :
Soit x E g, nilpotent non régulier, A(.r) est déterminée par

a~x) ~ (al~«I~-..,ak,ak~i~l,...,~h),
~1 ~ ~2 ~ ’ " ~ ~~ > 1,

~i > /?2 > ... >_ 1; ~~ impair,
2a; + 203B12 + ... + 203B1k + 03B21 + 03B22 + . : . = 2l + 1.

Quitte à réordonner la suite ~(x), nous pouvons supposer que

~(x) _ (ax, ... , ak~~
~1> j~2>..:>,~k->~~

~~ + ~z .~......f.. ~t = 2~ + 1,
si ai est pair, est pair.
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Et alors

rg d03C0x = 11()Àl ),
~. img 

z 
= - 1 ( r . 

~ - - l r ;,dim gx = 1 2 à "É > )2 - 1 2 
; 

ri,

où E(z) est ia partie entière de z (z e R). Donc si Ài est pair, r03BB1 > 2 et

rg d03C0x + dim gx = E(§Ài) + ) £ (03A3rj)2-1 2. £ r;

= E()Ài) + ) ir2i + irirj - ) £ r;

= E(1 203BB1) +1 2 .L; ir2i + irirj + 1 2 ..¿. ri(iri - 1)= E(1 203BB1) + 1 2
ir2i + ir irj + 

1 2 
ri(iri - 1)

~ 1 203BB1r203BB1 + irir03BB1

> ÀirAi + ir;

> 2t.

si Ài est impair, alors 
.

rg d03C0x + dim gx = E( )Ài ) + ) £ (£ r;) - 1 2 £ r; 
’

= E( )Ài ) + ) £ ir2i + £ irirj -1 2 1 ri

> )(Ài - 1) + ) ir2i + £ irir03BB1 - 1 2 £ r;
1>1 .. 11Ài-1 1>1

> )(Ài - 1) + £ ir; + )rAi (ÀirAi - 1) + ) £ r;(ir; - 1)
11Ài-1 1~i~03BB1-1

é )(Ài - 1) + 2É+ 1 - ÀirAi + 1 2r03BB1(03BB1r03BB1 - 1) + ) £ r;(ir; - 1)

> 21 + )(Ài - i) + - 2)(ÀirAi - i) + ) £ ri(iri - i).
’ 

l1Ài -1
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Si f~t > 3, alors

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 2)(03BB1r03BB1 - 1) > 2l.

Si r~ = 2, alors Ai est distinct de 1 (car À(:c) ne peut être égal à (1,1)) et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + -1) > 2l.

Si ~t = 1 a: étant non régulier, Ai est distinct de 2~ + 1, k ~ 2, Âz  Ai et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 1 2r03BB2(03BB2r03BB2-1) > 2l
car Â(a?) est distinct de (Ai, 1), Ai étant impair.
2.8. - Si g est une algèbre de Lie de type Ci : 

°

Soit x 6 g, nilpotent non régulier, A(a?) est déterminée par

03BB(x) = (03B11,03B11,...,03B1k,03B1k,203B21,...,203B2h),
al 2:: Q2 ~ ... 2:: QI: ~ l,0’t ~ 0’2 > ... > 03B1k ~ 1,
03B21 > 03B22 > ... > 03B2h ~ 1,

03B11+03B12+...+03B1k+03B21+03B22+...+03B2h=l.

Quitte à réordonner la suite A(.B), on peut supposer que

A(~)=(Ai,...,~),
Ai>À2~...~At~l,
Ai+A2+.-.+At=2~,

si À, est impair, r03BBi est pair.

Et alors 
__ 

’

rg d03C0x = E(1 203BB1),
dim gx = 1 2(rj)2+1 2  ri... 

’ ’ ’~1 ~~  impair
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Donc si Ài est impair, r03BB1 > 2 et .

rg d03C0x + dim gx = . E( )Ài ) + ) £ (rj)2 + É £ r;

= E(..)Ài ) + § ir2i + irirj + É £ r;

~ 1 203BB1r203BB1 + £ irir03BB1 + 1 2r03BB1
- > ÀirAi + £ ;r; + )rAi

11Ai -1

~ 2l + 1 2r03BB1
> 2É.

Si Ài est pair, alors

rg + dim gx = E( )Ài ) + ) £ (£ r;) 
2 

+ i £ r;

= ÉÀI + 1 2 ir2i + irirj + É ,E r;

> )Àl + 1 203BB1r203BB1 + É irir03BB1 + ) É ir2i

> Ài rAi + £ ir; + )Ài (rAi - 1)~ + ) £ irl

> 2É + )Ài(rAi - 1)2 + ) £ irl.

Si > 2, alors 
~ ’ 

’

rg d03C0x + dim gx # 2É + )Ài(rAi - 1)2 > 2É.
Sinon, z étant non régulier, Ài est distinct de 2É, k > 2, À2 > Ài et

rg d03C0x + dim gx > 2É + 1 203BB2r203BB2 > 2É.
2 .9. - Si g est une algèbre de Lie de type Dl :



24 François Geoffriau

Soit ;c 6 0, nilpotent non régulier, Â(a:) est déterminée par

... ~)~(o’l,0’i,...,a’t,Q!jt,~,...,~), ’ 

’ 

. 
"

~i~a;2~’"~Q!t~l,
; 03B21 > 03B22 > " - > 03B2h ~ 1; 03B2i impair,

2o’i+2a2+...+2~+~+~+".+~=2~.
Quitte à réordonner la suite Â(a:), nous pouvons supposer que 

~)=(~,...,Ât),
Âi~À2~...~Ât~l,
Ai + À: +... + At = 2~,

si À, est pair, r~, est pair.

L’expression de dim gx est 
.

~’~E(E~~ E ~sE-~+E.~-~ E ~ °
Le calcul de rg d03C0x distingue plusieurs. cas. Si 03BB(x) = (2l - ï, t) où i est unentier impair inférieur ou égal à ~ .

rg d03C0x = 1 2(2l-i+1),
et alors ’ 

.

+ dim g == ~(M - ~ + 1) +~+1 - 1 ~ M+ ~(x - 1) > 2~
L’élément x étant non régulier, d03C0x  l ([4] 8.5.3) et ï > 1. .

Si 03BB(x) = (l, l) lorsque l est pair,

et alors .. 

’

rg d03C0x + dim gx = 1 2l + 2l > 2l.
Si A > 3, alors

’
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Donc si 03BB1 est pair, r03BB1 ~ 2 et

r,

i~1 j i impair

~ 1 203BB1 + 1 2 ir2i + irirj + 1 2 E 
~ 1 203BB1r203BB1+irir03BB1 + 1 203BB1

>:Àir~+ ~ ~+~Ài
1~i~03BB1-1

~2~+~
>2~ " ~" "- ~ 

’

Si Ai est impair, alors

r,

i~1 ij  impair

~~-i)+~E~+ E 
t~1 1~i~03BB1-1 i~1

~~i-i)+ E ~+~(~~-i)+~ E ’’.~-~
1~i~03BB1-1 1~i~03BB1-1

~~l-l)+~-Air~+~(Ai~-l)+~ ~; 
1~i~03BB1-1

~ ~ + ~(Ai - 1) + ~r~(Air~ - 2Ai - 1) + ~ ~ -1).
1~i~03BB1-1

Si r~, >: 4, alors

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 1 2r03BB1(03BB1r03BB1 - 203BB1 - 1) ~ 2l + 2 > 2l.

Si r03BB1 = 3, alors Ai est distinct de 1 (car A(a:) ne peut être égal à (1,1,1)) et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 1 2r03BB1(03BB1r03BB1 - 203BB1 - 1) ~ 2l + 3 2(03BB1 - 1) > 2l.
Si = 2, ~ étant supérieur ou égal à 3, A3  Ai et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 1 2(03BB1 - 1) + 1 2r03BB1(03BB1r03BB1 - 2Ai - 1) + 1 2r03BBs(03BB3r03BB3 - 1)
:~+~(Ai-3)+~(A~-l)
>2~
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En effet 03BB1 ~ 3, Ai étant impair, et 03BB3r03BB3 ~ 2, 03BB(x) étant distinct de (Ai, Ai, 1).Si r03BB1 = 1, 03BB2  03BB1 et

rg d03C0x + dim gx ~ 2l + 1 2(03BB1 - 1) + 2Ai - 1)
’ .. 

+~ E 
_ 

. 

’ 

1~i~03BB1-1

~ 2~ - 1 + ~r~(A,r~ - 1) + ~ ~ ~(~, _ i).
1~i~03BB2-1

Trois sous-cas apparaissent alors. Si > 3, alors

rg d03C0x + dim gx ~ 2l-1+1 2r03BB2(03BB2r03BB2 -1) > 2l-1+3 2(303BB2-1) ~ 2l+2 > 2l.
Si r03BB2 = 2, alors 

.

rg d03C0x + dim gx ~ 2l - 1 + 1 2r03BB2(03BB2r03BB2 - 1) ~ 2l - 1 + 2Âz - 1 > 2l + 2 > 2l
car A: ~ 2, Â(a;) étant distinct de (Ai, 1,1).
Si = 1, alors k étant supérieur ou égal à 3, As est strictement intérieur à Aoqui est un entier impair supérieur ou égal à 3. Ainsi

rg d03C0x + dim gx ~ 2l - 1 + 1 2r03BB2(03BB2r03BB2 - 1) + 
.. ~+~(A2-3)+~(A~-1)’ 

>2~ . :..

car 03BB3r03BB3 > 2, A(a:) étant distinct de (03BB1, A:, 1).

2.10. - Pour les algèbres de Lie simples exceptionnelles, nous suivons les
notations de {1] quant aux dénominations des orbites nilpotentes.

Soit .r ~ g, nilpotent. La dimension du centralisateur de .r est calculée dans
[1] chapitre 13 et le rang de d03C0x est calculé en appendice pour les algèbres deLie simples exceptionnelles (le rang de d03C0x est égal au nombre d’exposants de(C, ~), [7] chapitre 2). "

2.11. - Si g est une algèbre de Lie de type E6 :
Le rang ~ de s est 6. Pour toutes les orbites nilpotentes non régulières ladimension du centralisateur g’ d’un des éléments ~ de l’orbite est strictement
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supérieure à 12 sauf pour les orbites Eg (a3 ), D5 et mais alors

. orbite nilpotente ’ : dim gx . rg d03C0x rg d03C0x + dim gs

E6(a3) 
. 

12 3 . 

. ~:. 
15

~s 4 14

E6(a1) $ 
_ 

5 13

2:12. - Si g est une algèbre de Lie de type E7 :
Le rang ~ de g est 7. Pour toutes les orbites nilpotentes non régulières, la

dimension du centralisateur gx d’un des éléments x de l’orbite est strictement
supérieure à 14 sauf pour les orbites E6, F7~d3), ET(a2) et mais alors

orbite nilpotente dim gx . rg dxz, rg dxz + dim gx
Es 13 ~ .. 17 w

E7 ( a3 ) 13 
, 

4 
" 17

E7(a2) Il 5 ~f, . 16 ’

E7(a1) 9 6 15

2.13. - Si g est une algèbre de Lie de type Es : .

Le rang ~ de g est 8. Pour toutes les orbites nilpotentes non régulières, la
dimension du centralisateur gx d’un des éléments x de l’orbite est strictement
supérieure à 16 sauf pour les orbites E7, E8 (d4 ), et E8 (al ), mais
alors 

,

orbite nilpotente dim gx rg d03C0x rg d03C0x + dim gx

E7 16 5_____21_____ J
16 4 20 .

E8(a3) 14 5 .= 19

Es ( a2 ) 12 5 ou 6 17 ou 18

E6(ai) 10 7 ’ 

17

2.14. - Si g est une algèbre de Lie de type F4 :
Le rang ~ de g est 4. Pour toutes les orbites nilpotentés non régulières, la

dimension du centralisateur gx d’un des éléments x de l’orbite est strictement
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supérieure à 8 sauf pour les orbites F4(a2 ) et F4(a1), mais alors

orbitenilpotente dim gx rg d03C0x rg d03C0x + dim gx
F4(a~ ) 8 2 10

F4(a1) 6 3 9

2 . 15. ’-. Sig est une algèbre de Lie de type G2 :

Le rang É de g est 2. Pour toutes les orbites nilpotentes non régulières, ladimension du centrahsateur gx d’un des éléments z de l’orbite est supérieure
strictement à 4 sauf pour l’orbite G2(a1), mais alors

. orbite nilpotente dim gx rg d03C0x rg d03C0x + dim gx
G2(a1) 4 1 . 

5

2, 16. PROPOSITION - L’idéal J+S(§*) de S(Ô*) est un idéal premier.
DÉMONSTRATION - La variété V est irréductible et les fonctions polynomiales
Pi , ... , P, , Qi , ... , Ql sont linéairement indépendantes en tout point de V n P
([6] 3.8). Donc, d’après [4] 11.2.3, l’idéal J+ §(@*) est premier.. 

’

3. L’ALGÈBRE ENVELOPPANTE MODULE LIBRE §UR SON CENTRE
3 . 1 . LEMME - Soit hi , ... , hk e S(§* ), linéaibement indépendants moduloJ+S(g*). Il existe une partie ouverte non vide 03A9 de g telle que pour tout
z e Q, les fonctions ; ... § soient linéairement indépendantes.
DÉMONSTRATION - Soit zo G V n P et soit Ài , ... , Àk G k tels que ...

(03BB1h1 +... + 03BBkhk)|G,x0 = o.
D’après le lemme 2. 1, l’ensemble V n P est un ouvert non. vide constitué d’une
seule G-orbite, donc

(03BB1h1 + ... + 03BBkhk)|V~P = 0.. ,
La variété V étant . .irréductible, V n P est dense dans V et

(03BB1h1 + ° . ° + 03BBkhk)|V * 0.

De plus, l’ensemble des polynômes de S(§* ) s’annulant sùr V est l’idéal J+S(g*)( 2. 1 6 ) , donc " ’ 

’ ’ ’ . , 
, 

."’ 
’

’"" " 

" 

’ 

’° " ’ ’ 

03BB1h1 + ° ° ° + Àkhk E J+S(i l 
’ ’ 
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Ainsi Ai,..., 03BBk sont nuls et h1|G.x0 ,..., hk|G.x0 sont linéairement indé-
pendants. .’

Soit 03B8 Inapplication de G x $ dans $ qui à (03B1,x) associe x(a?). Pour tout
entier t tel que 1  ~ ~ posons ~ = A, o ~ Chaque application ~ est une
fonction régulière sur G x g, il existe donc ([3] proposition 9 p35) des fonctions
régulières 03C6i,s sur G et des applica.tions polynômes ~i,s (1 ~ s ~ p) sur s telles
que pour tout couple (c~ a?) de G x $,

~~)=~;~(~)~(~ ’ 

"

==i

Soit (03C61,... ,03C6q) une base de l’espace vectoriel engendré par la famille finie
(~~)i~~i~g’ il existe alors des applications polynômes ~,~ (1 ~ ~$ A,
1 ~ s ~ ~) sur g telles que pour tout couple (c~, a?) de G x g,

?

~~)==~~(~)~(~).
~==1

Soit x ~ g. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) h1|G.x ,..., hk|G.x sont linéairement indépendantes;
(ii) l1|G {x} ,..., lk|G {x} sont linéairement indépendantes;
(iii) la matrice == (03C8i,s(x))1~i~k,1~s~q est de rang k.

D’après le début de la démonstration, il existe x0 g tel que les assertions
précédentes soient vérifiées. Ainsi q est supérieur ou égal à k et il existe une
matrice k x k extraite de M(.Ko) dont le déterminant D(x0) est non nul. La
fonction D de g sur k est une application polynomiale de g. Soit ~ l’ensemble des
~ S tel que D(:r) soit non nul. C’est un ouvert non vide de 0. Pour tout :c e ~
D(x) étant non nul, la matrice M(x) est de rang Jb et donc h1|Gx ,..., hk J -sont . linéairement. indépendantes.

3.2. LEMME - Soit F un supplémentaire gradue de J+S’(0") dans S(*).
L’application linéaire /:F0 J ~ S(*); h ~ j ~ hj est un isomolphisme
d’espaces vectoriels.

Ainsi S’(B*) est un J-module libre.
DÉMONSTRATION - Nous avons ~(0*) = ~o C F C Supposons que
~)+-+~)CFJ alors 

" "

~By)=F~+J+(~(~)+~.+~(~))c~ + J+H Jç H J,
donc ?(s*) = FJ et ainsi / est surjective.
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Soit Ai,.... A~ 6 H linéairement indépendants sur k. L’ensemble H étant un
supplémentaire de J+~(g*), Ai,..., Ajb sont linéairement indépendants module
J+S(*). Soit e J tels que h1j1 + ... + hkjk = 0.

Soit 0 l’ensemble déËni au lemme 3.1 pour Ai,.... A~ et soit ~ ~. Alors
’ 

~i(~)=-"=~)=0,
car les applications sont constantes sur et car les fonctions

sont linéairement indépendantes. 
’

Les fonctions polynomiales ji,..., ~ sont nulles sur l’ouvert non vide ~ de
g, elles sont donc nulles sur a et Ai,..., hk sont linéairement indépendantes sur
J. Ainsi f est injective. ... : .. "

Par conséquent ~) s’identiËe à ~ 0 J et toute base de l’espace vectoriel
H est une base du J-module 5’(~*).
3.3. THÉORÈME - a) L’algèbre symétrique est un Y()-module libre.
b) L’algèbre enveloppante est un Z()-module libre.
DÉMONSTRATION - a) Reprenons les notations du lemme 3.2. L’ensemble

est l’image de J par l’isomorphisme sur ~(a), notons H’ l’imagede jET par cet isomorphisme. ’

Alors, d’après 3.2, l’application linéaire /’: H’ 0 -~ y(g); h 0 j ~ ~*
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. ’Ce qui entraîne que S() est un Y()-module libre. 

. 

’

b) Soit H" l’image de H’ par la symétrisation de sur et l’appli-
cation Unéaire J~ 0 Z(g) -. 

La filtration de induit une filtration sur et sur H". L’application
/~ est compatible avec ces filtrations et définit donc, par passage au gradué,
une application

gr(u()).
Les ensembles gr(u()), gr(Z()) et gr(H") s’identifient à 9(g), Y()et F~ respectivement (H étant gradué par construction, JE~ est gradué) et

l’application s’identifie à f’. D’après a), f’ est bijective, il en est donc
de même de gr(f")et de f". Ainsi est un Z()-module libre.
3.4. - Soit m un entier non nul. Considérons l’algèbre de Lie gm quotient de
l’algèbre de Lie de dimension infinie g~ = g~k k[T] par l’idéal 
Lorsque m = 1, g1 s’identifie à l’algèbre de Takiff associée à g. 

" 
.

On peut conjecturer que l’algèbre enveloppante de gm est un module libre
sur son centre. Nous l’avons prouvé lorsque l’algèbre de Lie g est produit
d’algèbres isomorphes à s[(2,k). Le point qu’il reste à démontrer dans le cas
général est l’irréductibilité de la variété V. 

, 
.
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