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LA METHODE DE FOURIER POUR DES EQUATIONS ABSTRAITES

VASILE GRADINARVY

ABSTRACT.  We will prove the Fourier’s method for the heat equation with
mixed limit conditions Dirichlet-Neumann, The results are completed with a study
concerning initial values and for abstract equations, too. The spectral theory that
we resorted to paves the way to apply the principle of this method to other type of
equations.

RESUME. On prouve la méthode de Fourier pour des équations de la chaleur
avec des conditions aux limites mixtes du type Dirichelet-Neumann. Les résultats
sont approfondis avec une étude sur les données initiales et pour des équations
abstraites. La théorie spectrale utilisée donne des idées pour I’adaptation de la
méthode aux autres types des équations.

1. INTRODUCTION
L’idée de la décomposition dans la base de Fourier pour une équation abstraite formulée
dans un cadre hilbertien donne une méthode pour le traitement unitaire et élémentaire
des plusieurs types d’équations aux dérivées partielles ( pour differentes conditions aux
limites - voir §4). Dans la suite on se mettra dans le cas d’une équation parabolique.
Une étude pour les équations des ondes est entre-temps parue dans [3]. Vu les résultats
ci-desous, ’appliquation aux problémes d’ordre supérieur sera évidente.

On peut trouver la méme idée, sans étre pourtant dévéloppées, dans [5,§7]. Le
résultat principal de ce travail est le théoréme de régularité de §3, point de départ pour
toute étude numérique ultérieure. La démonstration se fonde sur le théorme de §1, une
extension d’un résultat connu ([1], [3]) qui semble ne pas étre déja publié, sinon dans la
version de [3].

Je remercie le professeur Gh.Moroganu pour les discussions sur ce sujet.

2. THEORIE SPECTRALE ABSTRAITE

Soient V, H deux espaces de Hilbert avec les produits scalaires (-,-) et < -,- > et les
normes correspondantes ||-|ly, |||l 4 tels que. :

V € H = H' C V* (Uinjection canonique de V dans H est compacte)
V est dense dans H.

Théoreme. 1 existe (un)neN* C V,(An)neN+ C ]0,00] telles que :

(i) (#n)nene est une base hilbertienne orthonormale en V;

(ii) (v Antn)nen+ est une base hilbertienne orthonormale en H;
(iii) (Anun)neN+ est une base hilbertienne orthonormale en V*;
(iv) (An)neN+ est une suite croissante a oo.

Démonstration:On peut trouver la démonstration dans [3]. Soient:

J:V>V* R:V*—>V, R=J!isomorphisme de Riesz,

Q =Ry : V — V. On voit que Yvy,v3 € V : (Qu1,v2) =< v1,v2 > . Evidemment @
linéaire, Ker Q@ = {0}. De plus Q est un opérateur compact.

Soit la suite
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(pa) CV, llgnll < c.

Alors il existe une sous-suite (4pn;) convergente dans H et telle que (¢n;) converge
faiblement dans V. Donc ¢ € V et

|@en, - Q] = sup{(@(gn, ~ o) W)W €V, I8l < 1} =

SUP{< ¢n; — 0% > W €V |9lly <1} < [ on, - ¢, — 0
(car [[¢lly < 1= |l < ¢ ).

De plus, @ est autoadjoint: (Quv,v;) =< vy,v7 >= (v1, Qv2). Par le théoréme de
Hilbert-Schmidt [1,p.283] on déduit qu’il existe (#n) C 10,00[, un \, O une suite de
valeurs propres et (u,) C V les vecteurs propres correspondants qui forment une base
hilbertienne orthonormale dans V. Donc

1
Quﬂ = fntng = Juﬂ. =J (— 'Qun) = I\‘nun ou An = —1_;
Hn Hn
On a pour tout p € V :
1
(Qunsp) =< tun,p > = (X-umso) =< Un, 9 > & (Un, ) = A < U, p > et
n
aussi
0= (Un,Um) = An* < tUn,tUm > => < Un,Um >= 0 pour n # m.
Soit h € H tel que < h,v/Aup, >= 0, Yn € N*. Par le théoréme de Lax-Milgram
(6,p.92] avec B(u,v) = (u,v) on deduit qu’ il existe unique @ € V tel que

(@,v) =< h,v >,Vv € V d’ott (h,u,) =0, Ve N* =i =0=> h =0
Donc (ii) est vérifiée. Ensuite
('\nun,Am“m)t = (R(Aﬂuﬂ), R('\mum)) = (J—I(An“n)) J—l(/\m"m)) = (“m “m)- Soit
v* € V* tel que (v*,A\nttn)s = 0, Vn € N*. Alors
(v*,h). =0,Yh € H, (1)
car (v Antn)neN+ est une base hilbertienne dans H . Comme H est dense dans V*
on a

Ve > 0 3k, € H avec ||v” — k|| < € = ||o*]|2 = 2(v", he)u + ||he||? < €

et de (1) on obtient [|[v*||2 < ¢, Ve > 0 = v* = 0.

3. ForMmuraTioN Du PROBLEME ET LA METHODE DE FOURIER
Soit le probléme:

Y®)+Jy(t)=f(2), 0<t< T
(F) { ¥(0) = 5o
avec
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(H1) % € H, f € L*0,T; H).

On va chercher la solution y(t) de la forme

U(#) = 3 balt)un @

n=1

d’ol1 formellement

b::(t) + )‘nbn(t) = fn(t)
bn(o) = Yon
avec yon = (Yo, u,.) = ,\n < Yo,%n >, fa(t) = An < f(t),un > presque pour tout

tel0,T[, e H& 3f\°"<oo f(t)eH&Zf"(t) < 00. Alors

n=1 n=1

bu(?) = yone™ "t + / fa(8)e*(-0ds. 3)
0

Théoréme. Supposons toutes les hypothéses satisfaites. Alors la solution y donnée
par (2) et (3) appartient & C(]0,7]); V)N H'([0,T];V*) étant I'unique solution faible de
(P).

Démonstration:On a
t
Ba(O? < 202, e-Pntt2 [ j f,,(s)e’\"("‘)ds] <R eyl / £2(s)ds.
0
Onfixe§ >0, 6§ <T = Ing: A=t < 13Vt € [6,T] on a:

[b,.(t)]2 y(?)n / ( ds < 2y(2)n +/f2 s)d

0

Ma.ls
P
Z b,,(t)un = E[b,.(t)]2 < epour p > m > N, N, indépendant de t (car
Z yo” Z ‘f (s) = [If(s)ll%)- Donc la série Zb,.(t)u,. converge en V uni-

n=1 n=1

formement ent€ [, T] et sa somme y € C([6,T); V).
Comme § est arbitraire, y € C(]0,T);V).
De plus

i
b(t) = =Ane™Mtyon + fa(t) — ,\,./ M=t £ (s)ds =
0
1 t 2
FURCOPR < NPt b f20) + 32 ([ MO-0p(0)ds) <
An [t
<Mty 4+ 20 + 22 [ fia)d.

Donc

t
SBLOP < NP+ 20+ 2 [ fi(s)ds @)
0

wl,

Alors
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, T
A (t)1’<c[,, e f;gt>+ JE:C ds}
0 n
On en déduit

> (b-@) < e (14 IFDIE).

2
Z ,\(:) nln = Z ( ,\(t)) donc Zb’ (t)u,, converge en LZ(O T, V')

n=m Vs n=m n=l1
Montrons que y est une solutlon faible de (P)

('), un) + (¥(2),un) = (Eb, (t)uj,un) + (Z bi(t)uj, un) = “‘b/ n(t) + ba(t) =
1=1

1) ¢ ft),un > presque pour tout ¢ = (y(t),¢) + (Ja(t)9) = (F(1) ),

Vgp € V presque pour tout ¢ , donc y est une solution faible de (P). De plus

y(0) = Z ba(0)tn = E(yﬁ,“n)“n = 1o.

n=1 n=1
L’unicité provient du fait que les développements, de la solution dans éspace H et
dans ’éspace L2(0,T; H) sont uniques.

Mais

Proposition.
)y € H, f € L*(0,T; H) = y € C(10,T]; V) n H'([0,T]; V*)
2)yo € V, f € L¥(0,T; H) = y € C([0,T]; V) n H([0,T]; V™)
3)yo € H, f € L*(0,T;V) et de(4) = y € C(]0,T}; V) n H(]0,T]; H)
4)yo €V, f € L¥0,T; V) =y e C([0,T];V)n HY(]0,T); H)
5)yo € H, f € HY([0,T]; H) = y € C(10,T);V) N C*(J0,T}; H)

Démonstration:1)-4) sont évidentes de la démonstration précedente. Prouvons 5).
On a:

t
bn(t) = =Ane™*"tyon + fu(0)e™ " + /e'\"(‘°‘)f,"(s)ds =>

ds >

T 2
S0P < Reid, 4 g2(0) + 5 [ Ll
0

T
LAQ) —22nt Yon f,f(O) § 1 f'(-’)]2
Etl < aae i gl Dy 2L - [

T ﬂ

Mais

Z Q(t)\/—n v,

n=m

[o o]
Donc E b/, (t)un converge uniformement dans C*([8,T}; H).

n=1



La méthode de Fourier pour des équations abstraites 115

4. APPLICATIONS

On peut utiliser cette méthode pour plusieurs types d’opérateurs différentiels. Le plus

rapidement est de voir 1'effet des résultats ci-dessus pour 1’étude du probléme de la

propagation de la chaleur. Soit un ouvert borné  de R", de classe C'. La température

peut étre maintenue & 0 (ou controlée) sur toute la frontiére 92, ou seulement sur une

partie I'y, sur le complémentaire §2\I'; etant connu le flux de la chaleur ( 0 aussi).
1%)Soient V = H}(R), H = L*(Q) avec les produits scalaires

(vl,vg) = /Vvl - Vvadz, < hy,hy >= /hlhgd:c.
Q Q

Alors (P) s’ecrit

n-Ay=f, zeQ,t€]0,T[
y=0,z € 9Q,t €]0,T[
¥(0,2) = yo(z),z €

2%)Soient V = {ve H}(Q)|v=0sur 1}, H = L*(R) avec les produits scalaires
(voir {4,p20])

(v1,03) = /n Vor - Vugda, < hy,hy >= fﬂ hyhadz , ol Ty C 9Q.

Alors on peut considerer (P):

yt—Ay:fv IEQ’tEIO’T[
y=0sur Iy

Oy _
B 0 sur OQ\I',
¥(0,2) = yo(z),z € Q

Rémarques

1) Si dans I’exemple 2°) on prend yo € V, Jyo € V et f € H'([0,T]; H), on obtient
y € C([0,T],V)Nn C([0,T); H), c’est-a-dire la solution classique.

2) Le cas non homogéne peut étre réduit au cas homogéne pour appliquer les résultats
ci-dessus (voir aussi [2,p35].)
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