ABDELHAK MAZOUZ

Analyse p-adique et congruences des coefficients
de la série e

Annales mathématiques Blaise Pascal, tome 3,n°2 (1996), p. 171-181
<http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__3_2_171_0>

© Annales mathématiques Blaise Pascal, 1996, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales mathématiques Blaise Pascal » (http:
//math.univ-bpclermont.fr/ambp/) implique 1’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__3_2_171_0
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 3, N° 2, 1996, pp.171-181

Analyse p-adique
. s . Z
et congruences des coeflicients de la série e*¢

MAZOUZ Abdelhak
Université Cadi Ayyad
Faculté des Sciences-Semlalia
Département de Mathématiques
BP S15 MARRAKECH
(Maroc)

1 Introduction

Nous avons étudié dans [M.A.] par des méthodes d’analyse p-adique des congruences satis-
faites par les nombres de Bell generahses P(n, )) introduits par Carlitz. Ces nombres ont

pour fonction génératrice: Y P(n, A)— =exp (A -z + (e — 1)). Nous étudions ici des

n>0
nombres B, introduits par P. Barrucand [B P] assez proches des P(n,\) qui ont pour

fonction génératrice exponentielle: Z B — =" . De lasérie génératrice exponentielle,
n!
n2>0
on tire facilement la relation suivante :

By=1let B, —Zﬂ""”( ) sin € IN*.
i=1 J
Le but de notre travail est de montrer les congruences suivantes

* si p premier impair, on a pour & > 1 et n > p**(14+h+p~1): Bpyp-1)ps = B, mod (p*)
esip=2onapourh>1etn>2%(h+2"1): B, 1 = B, mod(2")

Notre méthode consiste & montrer que la fonction génératrice des nombres B, est un
élément analytique p-adique sur un quasi-connexe de €,. Les théorémes généraux de
I'analyse p adique, théoréme de Mittag-Leffler p adique [R.Ph.] et inégalités de Cauchy
[A.Y ], pour les éléments analytiques p-adiques sur des quasi-connexes de C,, permettent
alors de trouver des congruences entre les coefficients de leur série de Taylor a 'origine.
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2 INotation

Soit p un nombre premiers, N, Z, @Q,Z,,Q,,T, ont leur signification habituelle, cf. [A]. On
note O, ’anneau des entiers de €,. La valeur absolue p-adique sur @,,C, , est normalisée
par | p |— ~1. On désigne par 7 un nombre réel strictement positif. Smt a € C,, on note
B*(a,r) = {x € Cy; |z —a| <7} et B~(a,r) = {z € C,; |z — a| < r} les boules fermées et
2z = D“'f‘”'"“). Soit A C @,

nl
On désigne par Ho(A) 'espace des éléments analytiques sur A, qui tendent vers zéro a

linfini si A est non borné, muni de la norme de la convergence uniforme sur A, notée
|Flla = sup |F(z)|.
z€A

ouvertes de rayon r de €,. On note aussi:

3 Transformation de Laplace formelle

n
Définition 3.1  Soit F(z) = ) a"%T € KJ[z]] ou K est un corps de caractéristique
n2>0 :

zéro. On pose: L(F(z)) = )_ anz”. L'application linéaire £ de K[[x]] dans lui méme
n>0
ainsi définie est appelée la transformation de Laplace formelle, cf.[B.D.]

Lemme 3.2  Soit L la transformation de Laplace formelle, alors:

L(exp(ze®)) = L(Y Bﬂ ' =Y (1___—3;%5;;

n>0 n n>0

(zem)"

Preuve: Par définition e = T > B = et donc:
as0 T n20
z 1
L) =) ——'C(x"e'w) =Y Bpz".
nz0 n20
1 PR
1 est facile de montrer, cf. [B.D.], que: £L(z"e™) = n!:z;“(T_—_—nx—)m, on en déduit que

2 But" =3 oo l—m:"“H .

n20 n>0
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4 Etude de la fonction génératrice

Lemme 4.1 La série F(z) = Y Bnz" est congrue modulo p*Oy[[z]] & la fraction
n>0
rationnelle F, ,(z) ou:
5! (- e I [ - ke)? 7]

Fh,p(m) = ph =1

[(1 - Jx)" - 27|

Preuve: Soit F(z) =Y Bpz"=) —

n>0 n>0 (1- "-’1:)"+1

Posons n = kp* +j ot 0 < j < ph -1, alors

-1 g+
Dt
kph+j
F(.'L‘) = J;O kZ):O (I_J—II)IP—EH modp" Op[[.'l?]]
el o 1
F(z) = (1= jz)itt ’ 7 mOdph O[]
J Ty
£E5! 2f(1 = oIt S (1 — ke — 2]
F(z) = ke mod p" O,[[z]]

ey [(1 - jz)e* — 2#*)

Appelons F}, , le second membre de 1’égalité. D’ou la congruence énoncée dans le lemme
a

ph-1
Lemme 4.2  Soit Qnp(z) = H [(1 = jz)*" — z*"] le dénominateur de Fj, et soit
j=0
ph-1 .\
Rup(z) = ] l(z = 5) —1] le polynéme réciproque de Qn,(z). Alors:
i=0

2h~1

R p(z) = [Rp(x))P
ot Ry(z) =(z—-1)(z—-2)...(z —p).

mod pZ,[z]
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Preuve:
ph-1 .
Rup@) = [ l=-35)" -1
e
-1
Rip(z) = [[ (z=37-1)" modpZ,[z]
3=0
Rip(z) = [(=1)...(z - p)"" " modpZ,|z].
Ce qui achéve la démonstration. u]

1
Notons 5 (1 <i<p;1<j<p*7) les racines de Ry ,(z). Le lemme de Hensel [A.Y ]
i,J
et le lemme 4.1 montrent que ces racines se groupent en p classes contenant chacune p?~!
racines. Soient 6;, 1 < i < p—1 le représentant de Teichmiiller de la classe résiduelle de i.

La racine jl appartient & la classe résiduelle de i pour (1 < i < p—1). Elle vérifie donc :
1

— —-0;i{ <L

Bij "

Lemme 4.3  Soient §;; (1 < j < p?~!) les racines de Qn4(z) qui se groupent dans la
classe résiduelle de i~ pour (1 <i < p~—1), alors:

167 = Bigl < 977"

Preuve: Le degré sur @, de 'extension Q,(0; ;) est inférieur ou égal & p?! car le polyndme
Qnp(z) est de degré p**. Donc d’aprés la formule ef = n, reliant la ramification, le degré
résiduel et le degré d’une extension finie de @, on a dans le corps Q,(G;;):

6.7 = Big) < p7V7

mi

Lemme 4.4  Soient —1— (1 < j < p™~1) les racines de Rp,(z) qui appartiennent & la

P
classe résiduelle de p, on a : "
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Preuve: On se place dans le corps Q,(B,,;). Pour les mémes raisons que ci-dessus on

a dans ce corps, < 1. En appliquant un argument

1
<10r|p| <1,dou ‘-——
ﬁp.] By

analoque & celui exposé dans le lemme précedent on en déduit que [—
P.J
| ﬁp,j |> pl/p2h~ o

< p~Y*"_ Donc

Proposition 4.5  Fj () est une fraction rationnelle nulle & I'infini sans péle sur le
quasi-connexe

p-1

Dy, = ((Dp - U B+(0i‘1,p—1/p"‘)) nB- (0,p1/p2h)
i=1

Preuve: La proposition est évidente puisque F}, p(z) est une fraction rationnelle sans pdle
dans Dy, et le degré du numérateur est inférieur a celui du dénominateur. o

5 Congruences

Proposition 5.1  Sur la quasi-connexe

Dh,p ((D _ U B+( .-1/,,zh)) nB_ (O’pl/pz;.)

la fraction rationnelle Fy,, vérifie I’estimation suivante:

—p—2h

I Fapllps, <2777 P

Preuve: Soit Ny p(z) = Z Zi(1 = jz)P" i1, H [(1 = kz)”" = 27"], alors on a

N =i
Frpzy = Q:‘:Ex; Soit ﬁ}; (1 < j < p*1) les racines de Ry p(z) de la classe résiduelle

dei, pour 1 <i<p.
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Donc Qnp(z) = anyp [T, H;':{‘ (z = Bij) ol apy est le coefficient dominant de Qpp(z).
Ainsi | Fy (z)| = [Nap(2)] ‘

2h-1
lan,pl [TE= ?:1 |m“ﬁij|

Cherchons maintenant & minorer Q,(z) dans Dy .
eSil<i<p-1

Soit z € Dyt |z = figl = |z -6 + 6,71 - Bijl or |z — 87| > p~VP™ et |6, - Bijl <
p7". Dot g - B4] = |z — 6;7| pour 1 < j < p-L.

oSii=p
Soit z € Dap: |T — Bpj| = |Bpjl, car |z} < pP™ et [Bp.| = /7™,

Donc pour z € Dyp, 0on a:

2h -

p-1 ey Pt
|Qna(@)| = langl TT lo = 67" TT 16yl

i=1 j=1
th-l
Or lanp| - [] 1Bpl =1 ce qui entraine que:
j=1
- e-0p?=t -
|Qno(@)] = (77 = i+ ®
Cherchons maintenant une majoration de Ny, dans D, par définition on a :
ph-—l . . p"—l h '
Nip(@) = Y, (1 - jo)”" 31 I [(1 - ko) - 27").
=

Comme z € Dy, on a |z| < p/7**, et donc :
P

|Nip(z)] < (/7" 71 = =™, )
D’apres (1) et (2) on obtient,|| Fy||p,, < p>77 P~ 8

Lemme 5.2  Soit k un entier et soit £(k) I'entier naturel défini par p*®) < k < p#®+1,
On pose :

Eyk) = =2+p '+ (k+1)p
Spk) = =24+p 1+ (k+1)p 2 +j+2h—£(k-1).

On a pour j > 1 et h > 1 les inégalités suivantes :
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1L sik=1>pi* E (k)>j—1,
2.5sip>2, S(k)>j—1,
3. sip=2, S3(k) >3 -2,

Preuve: Ep(k)=-2+p '+ (k+1)p~2
Si k—12>p*? alors: Ep(k) > ~2+p 1 +2p7 % 4 p

Comme p’ > j+1on a Ey(k) >j—1.
D’autre part, on a: Sp(k) =-2-p '+ (k+1)p~ 2 +j+2h — (k- 1)

Comme ¢(k — 1) < w, on en déduit:
logp

' . log(k — 1)
> _9_ -1 ~2h _logir—1)
Sp(k) 2 -2—-pt+(k+1)p™*" +j+2h logp
-1 o log(z —1) . ;
Posons: g(z) = -2-p~ '+ (z+1)p +J+2h—-——k—)—g—z—)—-—ouxestunree1_>_1. On
2h
montre facilement que le minimum de g(z) est atteint pour z — 1 = iga'

Comme £(k — 1) garde la méme valeur pour p™ < k — 1 < p™! on en déduit que le
minimum de S,(k) est atteint pour k — 1 = p*»~! si p > 2 (resp. pour k — 1 = 2% g
p = 2). D’olt les inégalités suivantes:

1. Sip>2ona: Sy(k) > Sp(1+p* 1) et

Sp(l +p2h—l) = -2 __p—l + (2 +p2h—l)p—2h +J +2h — (2h - 1)
= —1+j+2p7
D’ou Sy(k) >j—1sip>2.
2. Sip=2et h>1ona: Sy(k) > Sy(1+2% 1) et

SH(1+2%) = —2-271 4 (2428272 4 j 4 2h—2h
Sp(1+2%) = j—1-2"142 M+ 5 9

D'ou Sy(k) > j—2si h> 1.
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Lemme 5.3  Soit F,(z) = ) B(n,h)z", le développement en série de Taylor de la
n>0
fonction rationnelle Fy, ,. Soient j > 1eth>1

esip>2etn>p?(1+j—p ') ona: B(n+(p—1)p*% k) = B(n,h) mod (p)
e sip=2etn>2%j+2") ona: B(n+2*%+! h) = B(n,h) mod(2)

Preuve: Fj, est un élément analytique borné sur Dy, D’aprés le théoréme de Mittag
Leffler p-adique [R.Ph.] on a:

Fiup =Y. Fip ot Fyp € Ho(T, — B*(0,7, 77™))) pour 1 < i <p—1,
et Fpp l:’HO(B‘(O, (p;"l”"))) sit=p. Pour1<i<p-1lona:
Fuale) = kz;l bink(l = z6:) " avec ||Fiallg,_ g+ (g1 sty = sup |bun x| /7.
Pour |z| <—1, on a:
(1-26)* =3 (n-;c-_li-l- 1) o g

n>0
Si Pon pose Fip(z) = ¥ finna® on i finn = X bips 65" (" +h- 1),
n20 k31 k-1

Le théoréme de Mittag-Leffler fournit 'inégalité de norme suivante:

sup |[Fl

h < “Fh,p”Dh,p
1<i<p- )

Cp-BH(e;~1,p~1/P?

De la proposition 5.1 on déduit que: sup || Finllg, _p+ (-2 -1y S PP ce qui
i i

entraine que: 1 ~2h
il < p2P7 =l (1)

et on a donc, d’apres 'inégalité ultramétrique:

| fihntp-1)pi+zs = finnl

g.rHp-1p* n+(@-1)p*t*"+k-1 _gn n+k-1
' k-1 P\ k-1

< SI;P |63 hk|

Pour 1 <i<p-—1ona6P ! =1 Dautre part on a d’aprés [S.W.]:

(n +(p- 1k)p7'+12" +k- 1) _ (n -Iic- k -1- 1)‘ < inf(1, p=i=2+kE=D)
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Rappelons que:
Ep(k) = =2+pt+(k+1)p et Sp(k)=—-2+p +k+1)p? +j+2h—Lk—1).
D’aprés (1) on déduit que : |f; s n+(p-1)pi+2n — fihnl < p~Ealk) inf(l,p‘j‘zh"“("'i)).
Deux cas sont & envisager : k —1 < p’*2* et k—1>p/*%,
Si k— 1> pi*? alors inf(1,p~7-2+k-1)) = 1 et Ey(k) > j — 1. Ainsi:
| fihntp-1)pitar — finnl < P77
Si k— 1 < p/*2* alors inf(1, p~i~2+ék-1)) = p=i-24+Uk-1) On en déduit que
| fihmt(p-1)p+2h — finn| < p~5°®). Du lemme 5.2 on déduit que, pour 1 <i < p—1, on a:

|fihnt@-1pitan — final <P~ si p>2 (2),
respectivement ‘
|finmsaivm = final <2792 si p=2 (3)
esii=p, Fp € H, (B‘(O, (pl/p”'))
Comme Fp4(x) = Lp50 fpnnz", de 'estimation de la proposition 5.1
on déduit : ||Fpa||gs (o prssany < pt-r P

Ceci entraine que: ) | | |
Hfommll < p(n+Dp" M 42-p “

Enfin pour établir des congruences entre les B(n, h), deux cas sont & envisager : p > 2 et
p=2.

eSip>2
Déterminons & quelle condition sur n on a |fyan| < p'™7. Pour cela d’aprés (4),

il suffit que p~(*+VP™**+2-p7" < pl=i ce qui entraine n > p**(j — 271).

»
Comme B(n,h) =) _ finn. Onad’apres (2), pour p>2etn > p?(1+j+p7t)

i=1
|B(n+ (p—1)p’*™, k) — B(n, h)| < p' ™.
Comme B(n, h) € Z, I'inégalité précédente entraine :

|B(n + (p— 1) p"***, k) — B(n, h)| < p™’.
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Ainsisip>2etn>p**(1+j+p!),ona:
B(n+ (p—1)p**®, h) = B(n, h) mod (p’).

eSip=2eth>1
Déterminons & quelle condition sur n on a |fp | < 279+2. Pour cela d’apreés (4)
il suffit que: 2-("+1-27™ 4 9 _ 2-1 < 2-3+2, Ce qui entraine n > 22h(j — 271).

Comme B(n,h) = fipn+ fonn, onadaprés (3) pour p=2,h>1et n> 28 +271):

|B(n+2i+2*; h) — B(n, h)| < 273*2. Or B(n, h) € Z,, 'inégalité précédente entraine alors
que:
|B(n +27****1, h) — B(n, )| < 277

Ainsisip=2;h>1letn>2%(+2) ona:

B(n + 27%2+1 p) = B(n, h) mod (/).

Théoréme 5.4 Les nombres B, vérifient les congruences suivantes :

e si p est premier impair, alors pour tous, h > 1 et n > p?*(1+h +p~!) on a:
B i(p-1p = Bn mod (p")
e sip=2, alors pour tous h > 1 et n > 2*(h +27!) on a:

Bﬂ+23h+1 = Bn mod (2"’)

Preuve: D’apres le lemme 4.1 on a:
F(z) = Fip(z) mod p* O,[[z]].

D’ou
|F = Fuplla-on) < p7™
Des inégalités de Cauchy, on déduit que :

B(n,h) = B, mod p".

En appliquant le lemme 5.3, on obtient des congruences énoncées par le théoreme 5.4. O
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