ADRIAN CONSTANTIN

Sur un probléme aux limites de la théorie du
transfert de masse et de chaleur

Annales mathématiques Blaise Pascal, tome 3, 1n°2 (1996), p. 63-66
<http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__3 2_63_0>

© Annales mathématiques Blaise Pascal, 1996, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales mathématiques Blaise Pascal » (http:
//math.univ-bpclermont.fr/ambp/) implique 1’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__3_2_63_0
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 3, N° 2, 1996, pp.63-66

Sur un probleme aux limites de la
théorie du transfert de masse et de
chaleur

Adrian Constantin

Courant Institute of Mathematical Sciences, 251 Mercer Street, 10012 New York

Résumé - Nous démontrons l'ezistence des solutions pour un probléme
auz limites de la théorie du transfert de masse et de chaleur.

Dans un probléme concernant I’analyse du transfert de masse et de chaleur
dans une catalyte poreuse on obtient (voir [2]) le probléme aux limites suivant

o V(0) = @ y(a) eap{ gy,

() y(0) =0, y(1)=1,

ou les quantités 4,0 et a sont des constantes positives. Une solution du
probléme est une fonction y € C?[0, 1] qui satisfait (1) et (2).

Pennline (3] a démontré ’existence des solutions du probléme (1) — (2) au
cas ou 970 < 1 en transformant le probléme dans une équation intégrale et
en utilisant des techniques itératives. Le but de cette note est de démontrer
'existence des solutions du probléme (1) —(2) pour toutes les valeurs positives
des parameétres v et (3 en utilisant le résultat suivant (voir [1])

Théoréme du point fixe de Schauder. Soit O un sous-ensemble ouvert
d’un ensemble conveze S dans un espace de Banach et supposons que 0 € O.
S5t A: OU(00) — S est une application compacte, alors
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(i) A a un point fize dans O U (90);
ou
(i) il y a un point u € OO et un A € (0,1) tels que u = AAu.

On a noté par 90 la frontiére de ’ensemble ouvert O.

Théoréme. Le probléme (1) — (2) admet une solution y(z) telle que
0 < y(z) <1 pour tout z € [0, 1].

Démonstration. On va établir des estimations a priori, indépendantes de
A € (0,1}, pour les solutions de la famille de problémes

(5. V(@) = y(z) eap( 2L WD,

(4.0) Y(0)=0, y(1)=1.

Soit 1(z) une solution du probléme (3.A) — (4.1) pour un A € (0, 1].

Montrons que 0 < (z) <1l pour 0 <z < 1.

Supposons que le maximum de ¥(z) sur [0, 1] est plus grand que 1 et qu'il
est atteint en un point zo € [0,1]. On ne peut pas avoir zo € (0,1) car dans
ce cas on obtient la contradiction

= ¥(z0))
1+ ﬂ( ¥(z0))

Comme (1) = 1 il reste comme seule possibilité zo = 0. D’autre part les
relations ¥(0) > 1 et (1) = 1 impliquent I'existence d’un point z; € (0,1)
tel que ¥'(z,) < 0 et ¥(z) > 1 sur l'intervalle [0, z,], en obtenant

18(1 - p(z))
g ey A

ce qui n’est pas possible (on aurait %’(z) croissante sur [0, ;] mais ¢’(0) =
et ¢'(z1) < 0). Toutes ces considérations montrent que ¥(z) < 1 sur [0,1] et
similairement on peut voir que ¥(z) > 0 pour tout z € [0, 1].

En utilisant la relation 11)(1‘) € [0,1] pour tout z € [0,1], on obtient

- ¥(z))
1+ﬁ( ¥(z))

0 > 9"(z0) = Aa (o) ea:p{ }>o.

¥"(2) = A () exp{ z €[0,z1],

[0"(2)] < A P(z) exp{— }Saezp(1B), 0<z <],
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et (tenant compte du fait que 3’(0) = 0)
¥(@) < o [ eop(18)dt < a eap(18), 0< o<1

On a donc montré que si 1(z) est une solution du probléme (3.1) — (4.1)
pour un X € (0,1) quelconque, alors

sup {|¥(z)[} <1, sup {|¢'(z)|} < cexp(vB), sup {W"(z)|} < cxexp(vB).
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1)

Soit C|[0,1] ’espace de Banach des fonctions réelles continues sur [0, 1]
avec la norme |[u|| = sup,¢p,) {|u(2)|} pour u € C[0,1]. Dans C*[0,1] on
considére la norme ||ul|; = max {||u]|, ||«'||}, v € C*[0,1], et Vespace de
Banach C?[0, 1] est considéré avec la norme |[ull; = max {||u||, |[u’ll, ||u"]|}
pour u € C?[0,1].

Définissons ’ensemble

S={ueC?0,1]: «(0) =0, u(l) =1}.

L’opérateur L : S — C[0,1] défini par Lu = u” est injectif et surjectif. Soit
I’application

F:CY0,1] = C10,1], Flu(e)) = ou(e) espl gk, 0251,

et notons par j : § = C[0, 1] l'injection naturelle. Si

O={ues: zZl{lopl]{lu(ﬂv)l, ()], [u"(2)I} <1+« ezp(vB)}

on considére A = L™'Fj : OU (80) — S. Clairement 'opérateur A est
compact et le choix de 'ensemble O fait que I’équation u = AAu ne peut pas
avoir une solution u € 30 pour A € (0,1). En appliquant le théoréme du
point fixe de Schauder on déduit que I’application A a un point fixe dans O.
Ce point fixe est une solution y(z) du probleme (1) — (2) et le début de la
démonstration (A = 1) montre que y(z) € [0, 1] pour tout z € [0,1].0

Remarque. Le probléme (1) — (2) a une solution unique y(z) telle que
y(z) € [0,1] pour tout z € [0,1] si v8 < 1.
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En effet, si y8 < 1 alors la fonction f(y) = a y ezp(l—"_%(lf_lzj), définie
pour y € [0,1], est strictement croissante sur (0,1).

Supposons que y;(z) et y2(z) sont deux solutions distinctes du probléme
(1) = (2) telles que y1(z),y2(z) € [0,1] pour z € [0,1]. Sans perdre de
généralité on peut supposer que le maximum de la fonction z(z) = yi(z) —
y2(z), = € [0,1], est strictement positif. Comme 2(1) = 0 et 2'(0) = 0, on
obtient qu’au point a € [0,1) de maximum, d’une part

12> yi(a) > y2(a) 20

et en méme temps on a

0 2 2"(a) = f(y1(a)) — f(v2(a))

ce qui est en contradiction avec le fait que f(y1(a)) — f(y2(a)) > 0.
L’auteur remercie le rapporteur pour ses remarques.
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