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Résumé - Nous démontrons l’existence des solutions pour un problème
auz limites de la théorie du transfert de masse et de chaleur.

Dans un problème concernant l’analyse du transfert de masse et de chaleur
dans une catalyte poreuse on obtient (voir [2] ) le problème aux limites suivant

" ~ ~J n ( x ~ ^ a y(x) ’Y~(1- ~J(x)) 
) ~ ’

(2) ~(0)==0~ =1a ,

où les quantités et a sont des constantes positives. Une solution du

problème est une fonction y E C2~o, lJ qui satisfait (1) et (2).
Pennline [3] a démontré l’existence des solutions du problème (1) - (2) au

cas où 1 en transformant le problème dans une équation intégrale et
en utilisant des techniques itératives. Le but de cette note est de démontrer
l’existence des solutions du problème ( 1 ) - (2) pour toutes les valeurs positives
des paramètres 7 et /3 en utilisant le résultat suivant (voir [1])

Théorème du point fixe de Schauder. Soit 0 un sous-ensemble ouvert
d’un ensemble convexe S dans un espace de Banach et supposons que 0 E 0,
Si A : D U (a0) -~ S est une application compacte, alors
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(i) A a un point fixe dans O U (â0);
ou

(ii) il y a un point u E â0 et un 03BB E (0, 1) tels que u = 03BBAu.

On a noté par 80 la frontière de l’ensemble ouvert 0.

Théorème. Le problème (1) - (2) admet une solution y(x) telle que
0  y(x~  1 pour tout x E [0,1].

Démonstration. On va établir des estimations a priori, indépendantes de
A E (0, l], pour les solutions de la famille de problèmes

(3.a) yy() )) ~’
(4.03BB) y’(0) = 0, y(1) = 1.

Soit une solution du problème (3.a) - (4.a) pour un À E (0,1].
Montrons que 0  ~r(x)  1 pour 0  x  1.

Supposons que le maximum de sur [0,1] est plus grand que 1 et qu’il
est atteint en un point ro E [0, lj. On ne peut pas avoir Xo E (0,1) car dans
ce cas on obtient la contradiction

0 > exp{ 03B303B2(1-03C8(x0)) 1+03B2(1-03C8(x0))} > 0.

Comme 03C8(1) = 1 il reste comme seule possibilité .ro = 0. D’autre part les
relations > 1 et ~(1) = 1 impliquent l’existence d’un point :ri E (0,1)
tel que  0 et 03C8(x) ~ 1 sur l’intervalle [0, x1], en obtenant

~ " (x) = aa exp{ } > 0, x E (0, ~1~,
ce qui n’est pas possible (on aurait ~’(x) croissante sur (0, xl~ mais ~’(0) = 0
et  0). Toutes ces considérations montrent que 1 sur (0,11 et
similairement on peut voir que ~(.r) ~ 0 pour tout x E [0,1].

En utilisant la relation E [0, 1] pour tout x E [0, 1] , on obtient

ezp~ 1 ~~~1 -~,~~~ )) }  a 0  x  1,



65

et (tenant compte du fait que ~’(0~ = 0)

|03C8’(x)|~ 03B1 x0 exp(03B303B2)dt  a exp(03B303B2), 0  x  1.

On a donc montré que si ~(~c) est une solution du problème (3.~) - (4.~)
pour un À E (0,1) quelconque, alors

sup {|03C8(x)|} ~ 1, sup {|03C8’(x)|} ~ a exp(03B303B2), sup {|03C8"(x)|} ~ a exp(03B303B2).
x~[0,1] x~[0,1] x~[0,1]

Soit C[0, 1] l’espace de Banach des fonctions réelles continues sur [0,1]
avec la norme ~u~ = supx~[0,1] {|u(x)|} pour u E Dans C1[0, 1] on
considère la norme ~u~1 = E C1[0,1], et l’espace de
Banach C2[0,1] est considéré avec la norme ~u~2 = max ~u’~, ~u"~}
pour u E CZ(0,1~.

Définissons l’ensemble

S = {u E t ~’(o) = 0, u(l) = 1}.

L’opérateur L : S --3 C(0,1~ défini par Lu = u" est injectif et surjectif. Soit
l’application

F : Cl[0,1] -> Ci°, y, = « exp( 03B303B2(1-u(x))1+03B2(1-u(x)))), 0 ~ x  1,

et notons par j : S ~ C1[0, 1] l’injection naturelle. Si

O = {u ES: : sup , |u’(x)|, |u"(x)|}  1 + a exp(03B303B2)}
x~[0,1]

on considère A = L-1Fj : O U (80) -+ S. Clairement l’opérateur A est
compact et le choix de l’ensemble O fait que l’équation u = 03BBAu ne peut pas
avoir une solution u E â0 pour À E (0,1). En appliquant le théorème du
point fixe de Schauder on déduit que l’application A a un point fixe dans O.
Ce point fixe est une solution y(x) du problème (1) - (2) et le début de la
démonstration (a = 1) montre que y(x) E [0,1] pour tout x E [0~ 1].Q

Remarque. Le problème (1) - (2) a une solution unique y(x) telle que
y(x) E [0, IJ pour tout x E [0, 1] si 03B303B2  1. .
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En effet, si 1 alors la fonction f (y) = a y exp( + a( 1~ y ~l ), définie
pour y E [0, 1], est strictement croissante sur (0, 1).

Supposons que ï/i(.r) et sont deux solutions distinctes du problème
(1) - (2) telles que yl(x), y2(x) E ~0, Ij pour x E ~0, lj. Sans perdre de
généralité on peut supposer que le maximum de la fonction z(x) = -

y2(x), x E [0,1], est strictement positif. Comme z(1) = 0 et z’(0) = 0, on
obtient qu’au point a ~ [0,1) de maximum, d’une part

1 > Yi(a) > 0

et en même temps on a

ce qui est en contradiction avec le fait que - f(Y2(a» > 0.

L’auteur remercie le rapporteur pour ses remarques.
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