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Coupures propres dans "R
par Benjamin DELAY.

Cet article expose les méthodes de S.KAMO ([1] et [2]), M.FORTI et FHONSELL ([3]) ainsi
que H.JKEISLER et JHSCHMERL ([6]) concernant la construction de modéles non-standards

dans lesquels *R. est complet.

I) Introduction :

La question : "R est un corps ordonné, donc natureliement muni d'une topologie induite par
l'ordre (la Q-topologie). Cette topologie est-elle "compléte” ? En quel sens du mot
"complet” ?

Remarque : Si Vre'R >0 onposeE, ={(x,)€ Rx'R / |x =¥ <r} alors la structure
uniforme ayant comme base d'entourages les E, oire R, » >0 a pour topologie associée
la Q-topologie. Plus généralement , si A est une partic de "R, \{0} telle que —21—A cA

alors l'ensemble des E, avec» € A est une base d'entourage d'une certaine structure
uniforme J, (non séparée en général) sur 'R. Les cas intéressants sont A="R, \{0}
(Q-structure uniforme) ; A="R, \ p(0) et A="R, \R . On peut alors étudier la topologie
J, : est-elle pseudo-métrisable ? , complete ? (voir [1])

IT) Notions de complétion :

2.1 Définitions :

Soit K un corps ordonné (i.e. un corps commutatif totalement ordonné),

On appelle coupure (de Dedekind) de K toute partition (X,Y) de K en deux ensembles non
vides tels que X<Y.

On appelle coupure propre de K toute coupure (X,Y) de K telle que :
VeekK,e>0,3xeX t.q x+teeY.

On appelle lacune (ou trou) de K toute coupure (X,Y) de K telle que X n'ait pas de plus grand
élément et Y n'ait pas de plus petit élément.

On dit que K est Scott-complet (ou Dedekind complet) lorsque K ne posséde aucune lacune
propre.

Remarque : Si K désigne I'ensemble des coupures propres (X,Y) de K telles que X soit sans
plus grand élément, alors on peut munir K d'une structure de corps ordonné héritée de
celle de K et K est Scott-complet. (voir {4])
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2.2 Proposition:
Si (X,Y) est une coupure propre de K telle que X soit sans plus grand élément, alors :
cof{X) = coin(K , \ {0}) = cof(K)
(ou cof{A) désigne la cofinalité de A et coin(A) la coinitialité de A)

preuve:
Si la séquence (g, ), est coinitiale dans K, \ {0}, alors pour tout a<A, il existe x_ € X

tel que x, +g, €Y (car (X,Y) est une coupure propre) et il est facile de vérifier que
(X4 )a« €st cofinale dans X. Onadonc coin(K, \{0}) > cof(X).

Réciproquement, si (X, ),., est cofinale dans X alors pour tout a<A, comme x, n'est pas
le plus grand élément de X, il existe €, € K, \{0} tel que x, +¢, e Xet il est facile de
vérifier que (g, ),., est coinitiale dans K, \ {0} d'ou cofiX) > coin(K, \{0}).

2.3 Corollaire:
Si (X,Y) est une lacune propre de K alors cof(X) = coin(Y) = cof(K).

Remarque : Si K="R on a évidement cof{ 'R }=cof{ 'N).

2.4 Equivalence de la notion de Scott-complétion dans le cas de ‘R :
On a équivalence entre les 5 propositions suivantes :
1 Le corps ordonné R est Scott-complet.
2 'R muni de la Q-topologie est un espace uniforme complet.
(i.e. tout filtre de Cauchy est convergent)
3 Toute séquence "de Cauchy" (u, )m<A de 'R est convergente (A cardinal quelconque).

9 Toute suite de Cauchy (uﬂ)u.N de "R est convergente (qu'elle soit interne ou pas).

5) Pour toute partie AC'N |
si Vne'N, An{0..n} est une partie interne de "N, alors A est une partie interne de "N .

preuve:
n<>2<>3) : Topologie classique.
3)=>4 : Immédiat.

#=>72) : Vient du fait que l'ensemble des Eyp o ne “N\{0} est un systtme fondamental
d'entourages pour la Q-topologie.
n<>9) : Soit 4 I'ensemble des parties A non bornées de N telles que :
Vne N, An{0..n} est une partie interne de "N
On peut donc associer a tout A de 4 la partie X de "R définie par:
xeX & dne'N tq x< 22“ (somme interne).
ie An{0..n}
11 est alors facile de vérifier que :
®(A)=(X,"R\X) est une coupure propre de ‘R,
¢ est une bijection de 4 sur I'ensemble des coupures propres (X,Y) de ‘R rencontrant

‘]0,2] et telles que X soit sans plus grand élément,



Coupures propres dans *R 21

®(A) n'est pas une lacune si et seulement si A est interne (on a alors

sup(X) = min("R\X)= .27 ).

icA

III) Construction de modeéles non-standard non Scott-complet:
3.1 Méthode de M.LFORTI et F.HONSEL (1985 voir [3]) :

3.1.1 Lemme :
11 existe un modeéle non-standard tel que cof{ "N = (dénombrable) et |'N‘ >0 .

preuve:
Soit M, un modéle tel que IN M, , > @(par exemple une ultrapuissance) et Y, un ultrafiltre

de 7, non principal sur N, = N™.
N
m = My A . est alors une extension élémentaire du modéle 7, et N, est un segment
(]

initial de N) = N™. En réitérant la construction on obtient un suite de modéles M_ , neN
tels que 7., soit une extension élémentaire de 7, et N un segment initial de N ,,.
1l suffit alors de prendre M = | Jm, .

20

3.1.2 Théoréme :
Si cof('N )= et IN, >@ alors ‘R n'est pas Scott-complet.

preuve:
Soit (n;),.,, une suite croissante et cofinale de "N et A={n,}._ c'N.

Pour tout ne' N, An{0..n} est un ensemble fini donc interne, or A ne peut pas étre
interne, car sinon, par transfert, on aurait :
A non majoré = A en bijection (interne) avec ‘N
dou|"N|=|A| = : contradiction.
donc ‘R n'est pas Scott-complet.(2.4).

3.2 Méthode de S.KAMO (1981 voir [2]) :

3.2.1 Lemme:
Si k est un cardinal régulier infini tel que x* =2 , alors il existe un modéle non-standard

k* saturé dans lequel IRI =x*.

preuve:
Il suffit de prendre un ultrafiltre U dénombrablement incomplet et bon sur « (voir[5]).

R% est alors x* saturé d'od lR' >x* mais on a aussi IRI <IR¥|=2" =x"*.
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3.2.2 Théoréme :
Si dans un modéle non-standard A saturé on a !Rf = A, alors ‘R n'est pas Scott-complet.

preuve;
Comme I'RI = A, on peut choisir une énumération (r,)__ des éléments de 'R.

‘R étant A saturé, on a coin(*R+\{0})Zl. Il existe donc une séquence (g, )

a<hi
strictement décroissante de * R, \ {0} coinitiale dans ~ R \ {0}.
On peut alors construire par induction transfinie sur o < A et pour tout Aca (=[0..af)
des intervalles ouverts Iy A 'R tels que:

DI ,#@.

2) 8(1, ) <€, (diamétre).

3r, el ..

4)SiAetBca,A=Balors I, N1, =O.

J)Sia>P et Aca alors [, Iy,
Poura=0 et a=fF+1, c'estimmédiat.
Pour o ordinal limite (0 <A)et Aca posonsJ = nIB,AnB .

B<a

Par A saturation, l'intervalle J contient au moins deux points, et on peut alors choisir un
intervalle I, , < J vérifiant /),2) et 3). Untel I, , vérifie évidement 5) par construction.

De plus les I, , vérifient 4) car o= Uﬁ donc, si AetB c a, A # B alors il existe

B<a
B<a tel que ANB=BNRdOU I5,,5 N pp.p = Detdonc I, , N1, 5 =D I
A tout L c A on associe alors X, = {xc—.' R/3a<itqg x< Ia,Lm}
et Y, ={x€R/Ja<Artq x>I .}

On a alors :

d’aprés 3) et 5) , (X_, Y, ) est une coupure de R,

d’aprés 2) , la coupure (XL ,Y, ) est propre,

d’aprés 4) ,si L # L' alors X # X..
On a donc trouvé 2* coupures propres différentes dans R, or il n'y a que ['R{ =A
coupures propres de'R qui ne sont pas des lacunes.

Remarque : Plus généralement, on vient de démontrer que dans tout groupe totalement
ordoné G dense (si a<beG alors il existe ¢ €G tel que a<c<b) et saturé (si (I,),.; est

une famille décroissante d'intervales ouverts de G avec A < |G| alors n I, # ), 1l existe

a<h

exactement 2'°! lacunes.
3.3 Méthode de H.IKEISLER et JJH.SCHMERL (1990 voir [6]) :

3.3.1 Théoréme :
Si dans un modéles non-standard A saturé on a cof('R)= A, alors 'R n'est pas Scott-

complet.
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preuve:
Soit {(n, )u<l une séquence strictement croissante de ‘N, cofinale dans ‘N, telle que n,

soit illimité et n: N\{0}—> "N I'application interne définie par (2 x (2k+1)) = p.
Construisons alors par induction une séquence (A,)_ de parties internes de ~ N\ {0}
telles que, si on pose p, = min(n(A,))= ‘r_gx‘l(n(m)) on ait :

1) A estune partie interne de {0.2™ } et p, est illimits.

2)Si a>p alors A, m{O..Z“‘}=AB et p, <pg.
Sia=0:0Onpose A, = {2“"} dou n(A,)={n,} et p,=n,.
Sia=B+1:Ona py<p,=n,<n, doit a=2"+2"" vérifie 2™ <a<2™" <2% et
n(a)= pp—1 donc A, =A, u{a} vérifie alors /) et 2) (avec p, = p; ~1).
Si a < A est un ordinal limite : L'ensemble {pﬁ }ane peut pas &tre coinitial dans *N\N

car coin( "N\ N) 2} par A saturation, il existe donc pe N illimité tel que
VB<a ps>p.

Pour tout B <a., soit Py = {A interne < {O..2“° } / Ar\{O..Z“B } =Apet min(ﬂ:(A)) > p}.
{PB }Bm est une famille d'ensembles internes finiement concourante d'ou, par A saturation,

il existe un ensemble A, ﬂPB. 11 est clair que A, vérifie /) et 2).

B<a

Posons alors A=UAa. Pour tout ne N il existe a<Atelquen<2™ et donc
a<i

An{0.n}=A_~{0..n} est une partie interne de “N.
Or vpen(A)= U’t(Aa) ,Ja<itq pen(A,)doncp2p, > P €7(A) donc n(A)

a<i

n'a pas de plus petit élément : 7(A) est externe donc A est externe.
Conclusion : ‘R n'est pas Scott-complet.(2.4).

IV) Construction de modeles non-standard Scott-complet:
(Méthode de H.KEISLER et J.JH.SCHMERL (1990 voir [6]) )

4.1 Définition :
Soit x < A deux cardinaux infinis réguliers (cof{A)=A et cof(x)=x).
Une A-chaine (7, )ad de modeles de I'arithmétique est dite x-conservatrice lorsque :
1) Si a>Palors ™, est une extension élémentaire finale de M, (i.e. N, est un segment
initial propre de N ).
2) Si cof(a) >« alors M, = Uma et 7,,, est une extension conservatrice de 7, (i.e. si

B<a

A est une partie interne de N, alors AN N, est une partie interne de N ).
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4.2 Lemme :

Si A est un cardinal non dénombrable régulier alors il existe une A-chaine ©-
concervatrice.

preuve:
11 suffit de partir d'un modéle M, quelconque puis par induction de définir 7 par :

Ng
Sia=B+1,M, = M % ou Uy est un ultrafiltre (interne) de M, sur N;. D'ou 7, est une
B

extension élémentaire finale et conservatrice de M.
Si a ordinal limite, M, = U‘m,,.

B<a

4.3 Théoréme :

Soit (™, ), une A-chaine k-concervatrice de modéles et 7 = Um, .
a<i

Alors dans le modéle non-standard M, ‘R est Scott-complet.

preuve:
. 1
Pour tout r,se R et o<}, onnotera r=, s lorsque Vne N, , fr-s/< .

On pose K ={a <A / cof(a)>«x}. K est cofinal dans A.

Soit (X,Y) une coupure propre de 'R que l'on peut supposer limitée (i.e. XNR #Q et
YNR=D).

Soit a €K et q € Nyy \Ny. Comme (X,Y) est propre, il existe un unique pe N t.q.

+1 c .
%e Xet Lq—-— €Y or g est limité donc pe N, et Ee Ry, Comme 7, est une

extension conservatrice de ,, il existe r, € R, tel que r, =, -:1 ("ombre" de niveau o).

Il est clairque r, = supRa(XmRa) ne dépend pas de q et que :

(1)Si a,peK , a<B alors 1, %, 15.
Raisonnons maintenant par l'absurde et supposons que (X,Y) est une lacune.
Pour tout o €K, 1, n'est pas la borne supérieure de X dans 'R donc il existe xe R tel que
xeXetx>r,oubienxe Yetx<r,.
Soit alors f(a) € K tel que x € Ry,). Onaalors:

(2) Si o eK alors f(a) € K, fla) > o et reggy =1,
Construisons alors par induction une fonction g de ¥ dans K en posant g(0) = x,
g(v+1)=fog(v), et, si v est un ordinal limite, en choisissant g(v) eK tel que
g(v) 2 sup{g(n) / u < v} (clest possible car K est cofinal dans A et cof(A) =1 >k > v).
Posons 3 = sup{g(v)/ v < K}. Onad <\ et cof (§) = x (car cof(A)=A>k et g
strictement croissante) donc § € K.

Comme 13 € Ry = Ry » il existe v<x tel que r; € Ry, mais grice a (1),
wWK
¢

8(V) <8 = 1y %y I etdonc 1y, =15,
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On a aussi g(v+1) <8 = Loy Sgouny Is =Tgy  dON Iy =T, , mais comme
g(v +1) = f o g(Vv) ceci est en contradiction avec (2).

4.4 Remarques :

On peut facilement voir que dans le modéle non-standard M du théoréme 4.3, on a
cof('N)=cof{’'R)=A. En fait, en construisant des chaines k-concervatrices plus
complexe que celle du lemme 4.2, on peut exhiber des modéles dans lequel 'R est
Scott-complet et possédant un certain nombre de propriétés supplémentaires (voir [6]) :

Si x <A sont deux cardinaux infinis réguliers alors il existe une A-chaine k-conservatrice
(M,),, telle que Vo <A, 7, soit k-saturé. Le modéle non-standard M =| Jm,

a<h

correspondant est alors x-saturé, et dans 7, ‘R est Scott-complet.

Sideplus VB <A, Va <x, B* <A alors on peut construire une A-chaine x-conservatrice
(m,),., telle que Yo<A, M, soit k-saturé et [N,|<A. On a alors T k-saturé, 'R

Scott-complet, ,'N'=cof('N)=k et Vne'N, [{0.n]|<A (on dit que "N est A-
archimédien).
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