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APPLICATIONS BI-SEMI-LINEAIRES ET COMMUTATIVITE
DANS LES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES

A. EL KINANI, M. OUDADESS

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 6, N° 2, 1999, pp.15-20

Abstract: We examine involutive Banach algebras satisfying an analogous inequality of Le Page.We
consider, for that, bi-semi-linear mappings and use Liouville theorem for harmonic functions.

Résumé : Nous examinons des algèbres de Banach involutives vérifiant l’analogue de l’inégalité de Le
Page; ce en considérant des applications bi-semi-linéaires et en utilisant le théorème de Liouville pour
les fonctions harmoniques.

INTRODUCTION.

Le théorème de Le Page sur la commutativité des algèbres de Banach A vérifiant la
condition (C): a ~yx~ pour tous x,y dans A, a été généralisé dans beaucoup de
directions. L’une d’elles consiste à considérer dans (C) une application bilinéaire à gauche.
Dans tous les cas, l’ingrédient de base est le théorème de Liouville pour les fonctions
holomorphes. Très peu de résultats ont été obtenus dans les algèbres de Banach
involutives. Ceci s’explique par le fait que l’involution ne conserve pas l’holomorphie.
Nous adoptons ici une approche par les applications bi-semi-linéaires et appliquons le
théorème de Liouville pour les fonctions harmoniques. Nous obtenons des résultats de
deux types; des résultats de commutativité mais surtout des résultats qui assurent qu’un
endomorphisme semi-linéaire est en fait une involution généralisée. On notera par C(A) le
centre de A; par p le rayon spectral et v le rayon numérique respectivement.

I. RESULTATS PRINCIPAUX.

Voici le théorème général de cet article.

Théorème 1.1: Soient ~A, ((.jl~ une algèbre de Banach complexe, ~LI un espace vectoriel
topologique séparé qui est un A-module à gauche topologique, un espace vectoriel

topologique séparé, h une application bi-semi-linéaire continue, ~E, p~ un
espace vectoriel normé, S : .~’ --~ E une application linéaire continue et q : ~ -~ ~+ une
application quelconque. Si pour tout a E A et tout m E ~I,

’~ q(am) (1~
alors

(i) = ~a,b ~ A, ~m ~ M.
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(ii) Si A admet une unité approchée à gauche alors

lim S(h(ei,am)) = S(h(a,m)), ~a ~ A, ~ m ~ M.
(iii) Si (1) est vérifiée pour tout a e ~ et tout m E M, alors

S(h(e,am)) = S(h(a,m)), ~a ~ A, ~m eM; où e est l’unité de A1.
Preuve: Si A est non unitaire, on travaille dans A~ = A ~ CL Notons que, dans ce cas ~I
est aussi un A1-module topologique à gauche.
(i) Pour a et b dans A et m dans M, on considère l’application de ~’ dans E définie par

f (03BB) = S(h(be-03BBa, e03BBam)) .

On vérifie que, pour tout rp est hannonique . De plus elle est bornée car

|03C6 (f(03BB))| ~ ~03C6~q(bm), ~03BB ~.

Elle est donc constante par le théorème de Liouville. D’où, par le théorème de Hahn-
Banach,

. f ~~) = .f ~a~~ 
Le résultat s’obtient alors, en dérivant par rapport à la partie réelle de03BB (ou la partie
imaginaire).

Elle découle de l’égalité S(h(ei, am)) = S(h(eia,m)), pour tout i vu que S et h sont

continues.

(iii) Il suffit de prendre b = e dans (i).

Remarque: L’arbitre a remarqué qu’on peut utiliser le théorème de Liouville sur les
fonctions entières vu que les fonctions sont holomorphes; et qu’on

peut aussi utiliser la fonction holomorphe = S(h(be-03BBa,e03BBam)), 03BB ~.

Remarque: Dans le cas où h est bilinéaire, les fonctions f et g sont holomorphes. Les
résultats s’appliquent alors à tout produit sur l’algèbre A. Cette situation a été examinée
dans [3] et dans un cas particulier dans [4].

Remarque: Si .~I est un A-module à droite, on obtient des conclusions analogues sous la
condition:

q(ma) (2)

Remarque: Au lieu d’une norme, on peut prendre dans le théorème 11.1, une semi-nonne
p. Avec la même preuve et en utilisant le théorème de Hahn-Banach, on a
(i) da, b .

(ü) Si A admet une unité approchée à gauche (e; ~t , alors
~ 0, Va EA, ~m E ~LI.

(iii) Si ( 1 ) est vérifiée pour tout a E A1 et tout m E M, alors

p[S(h(e,am)) - S(h(a,m))] = 0, da e A, ~m ~ M ; où e est l’unité de Al.
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En vue des applications, nous particularisons l’application h . .

Corollaire 1.2: Si X = B est une algèbre de Banach de produit ~, et

fj/: des applications semi-linéaires et h~a, m) = alors les conclusions

du théorème précédent sont:
(i) ~ A, ~m ~ M

(ü) Si A admet une unité approchée à gauche alors

= Va EA, ~m ~ M.

(iii) Si (1) est vérifiée pour tout a E A1 et tout m E M, alors
= E ~ M ; où e est l’unité de A1.

En particularisant plus, on obtient le résultat suivant que nous appliquons au cas des
involutions.

Corollaire 1.3 : On suppose que M = A, que A et B sont unitaires d’unités respectives e
et e’ et que S est l’application identité.
1) Si = e’, alors = ~ Si de plus = e’, alors cp = Dans ce cas rp
est un morphisme d’anneaux semi-linéaire.
2) Si ~= ~y, u Av= v.u et = e’, alors = 

L’assertion (iii) du corollaire 1.2 nous donne une version plus générale que l’analogue
d’un résultat de G. Niestegge ([8]).

Corollaire 1.4 : Soient 03C6, 03C8 : A ~ A deux applications semi-linéaires continues. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes 

.

(1) + a ~xy + pour tous x, y dans A et un a > 0 donné.

(2) 03C8(xy) = pour tous x, y EA.

Remarques: 1) Dans le cas où p est l’application identité, alors ~ est ce qu’on peut
appeler un antimultiplicateur à droite.
2) Si ~_ ~r, c’est ce qu’on peut appeler un antimorphisme généralisé.
3) Si pour un endomorphisme semi-linéaire et continu x H x* sur l’espace vectoriel A, on
a + y(j et si il vérifie (x*)* = x, pour tout x E A, alors c’est une involution

d’algèbre.

Un autre cas particulier est le suivant

Corollaire 1.5 : Soit ~ : : A -~ A une application semi-linéaire continue. Si pour tous

a, b EA, on a:
(3)

alors

(i) ~(~~))=~(~(~)), , 
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(ü) Si A admet une unité approchée à gauche (e )t , alors
lim S(03C6 (xyei)) = S(03C6 (Yx)),’d x, y eA.

i

(ili) Si (3) est vérifiée pour tout a E A1 et tout b E A, alors .

Remarque: Si on prend S = Id et p injective, alors
1) A2 c C(A) par (i). C’est l’analogue d’un résultat de [9].
2) L’assertion (ii) implique que A est commutative. C’est l’analogue d’un résultat de [9]
3) L’assertion (ili) implique que A est commutative. -

4) Si on prend 03C6 (03C6(x)) = x, pour tout x E A, on retombe sur la condition de Le Page

Vu que Aab) = p(ba), la condition

(4) .

implique
p(S(03C6(ba)) ~ a 03C1 (ab), ~a ~ A1,~b ~ A (5)

Et l’on obtient le résultat suivant

Corollaire 1.6: L’une quelconque des conditions suivantes implique 03C6 (xy) (yx), pour
tous x, y ~ A.

1) p( rp (x~~  a p (x), b’x E A
2) 
3) (x)I~ ~ ~ p (x~~ b’x e A

L’assertion (iii) du corollaire 1.5 nous donne l’analogue du résultat principal de G.
Niestegge ([8]) pour les applications semi-linéaires.

Corollaire 1.7: Soit ~ : : A -~ A une application semi-linéaire continue. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Il existe k > 0 tel que ~03C6 (ry + k~yx + Vx, y E A

(2) 03C6 (xy) = 03C6(yx), ~x,y E A ,

II. APPLICATIONS AUX ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES

Les résultats de la section I. s’appliquent même quand on n’a pas une involution
d’algèbre.

La proposition suivante est une réécriture, dans le cas où S est l’identité, du corollaire 1.2
dans le cas des endomorphismes semi-linéaires d’espaces vectoriels.
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Proposition II. 2: : Soient (a,b) ~ ab et (a,b) N a0 b deux produits d’algèbres de Banach
sur A et soient * et # deux endomorphismes semi-linéaires d’espaces vectoriels sur A. Si

p(a*0394) b#) ~ q(ab), ~a,b E A (6)
alors

(1) = ~xY)* ~ 2t , dx,y,Z EA.
(fi) Si A admet une unité approchée à gauche (e )t pour le premier produit, alors

lim e*i0394(xy)# = x*0394y# .

(Ni) Si (6) est vérifiée pour tout x et tout y E A, alors e* A (xy)# = x*0394y# ; où e est
l’unité de A 1.

Conséquences:
1) Si de plus A est une algèbre unitaire pour chacun des deux produits, d’unités respectifs
e et eo si e* = eQ = e~, alors les deux endomorphismes coïncident, par (i).
2) Si les deux endomorphismes coïncident et si e* = alors (yz)* = y* A z* pour tous y, z
de A. Si les deux produits coïncident alors (yz)* = y*z*, pour tous y,z de A; mais que si A
est le produit opposé du premier, on a (yz)* = z* y* , pour tous y, z de A.

Remarque : La conséquence 2) montre que si x H .c* est un endomorphisme semi-linéaire
d’espaces vectoriels tel que e*= e, alors (ab)* = b*a* si, et seulement si a ~a.b~,
pour un a > 0 et tous a, b de A. Ceci améliore le corollaire 8 de Baker et Pym ([2]) où
ceux-ci considèrent la condition

a ~ab - cd~, Va, b, c, d EA. .

Remarques: Supposons qu’on ait un endomorphisme semi-linéaire d’espaces vectoriels.
continu tel que

Il uv~ ~ a Il ~u*v*~, Vu, v E A (7)

1) Si on suppose ~x*~* = x, pour tout x dans A, alors (7) est équivalente à
a ~uv~, ~u,v E A (8)

et on a toutes les conséquences de la proportion précédente.
2) Si on suppose (xy )* = y*x*, alors (7) devient

ii uv~ ~ a Il (9)
On se ramène ainsi à la condition de Le Page.
3) La condition (7) n’implique pas, en général, la commutativité. En effet elle est toujours
vérifiée pour un endomorphisme semi-linéaire d’espaces vectoriels isométrique tel que
(.~y )* = x*y*. C’est le cas par exemple dans la complexifiée de l’algèbre des quatemions.
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Une application du corollaire 1.5, dans le cas des endomorphismes semi-linéaires

d’espaces vectoriels continus est la suivante.

Proposition II. 3: Soit un endomorphisme semi-linéaire d’espaces vectoriels
continu sur A. Si

p((ba~* ~  q(ab~, (10)

alors

(i) (yzx)* = (zxy)*, ~x,u,z ~ A

(ii) Si A admet une unité approchée à gauche (ei)i, alors lim(xyei)* = E A

(iii) Si (10) est vérifié pour tout a ~A1 et tout b ~A, alors (xy)* = (yx1*.
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