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Rayon de convergence générique des équations
différentielles à coefficients polynomiaux sur un corps

de nombres

S. Manjra, S. Remmal

ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL, VOL. 8, N~ 2. PP 89-105 (2001)

Introduction

La fonction "Rayon de convergence générique" R(M, r) (r > o~ d’un module
différentiel p-adique M introduite par Dwork-Robba a joué un rôle fondamental dans le
développement de la théorie des équations différentielles p-adiques ainsi que dans ses ap-
plications arithmétiques : sommes exponentielles, fonctions L d’une variété algébrique,
théorie de transcendance, etc...(Cf. [CR], [Bo), ~Rel~, [Al], ~A2~...~. Le calcul de

R(M, r) est en général trés difficile si on n’a pas une base cyclique et si la matrice
de dérivation est petite [CD1]. Cependant, lorsque M est un k(x)-module différentiel
(où k est un corps de nombres) les résultats de Christol- Dwork et Pons ainsi qu’une
évaluation de cette fonction au voisinage des singularités ([RC]) nous ont permis de
montrer que l’ensemble des pentes de tous les graphes des fonctions R" (,M, r) (avec
v décrivant les places finies de k) est fini (théorème 3.1). Nous trouvons également
des relations de comparaisons entre et le rayon de convergence R~(Y) de
la matrice uniforme Y des solutions formelles de Turrittin de M en 0 dans le cas où
M est un module différentiel non soluble à coefficients éléments analytiques sur une 

"

couronne {théorème 2.2). Nous concluons ce travail par une application intéressante . .
des résultats précédents aux G-modules. On vérifiera notamment que les propriétés _

"Bombieri", "local Bombieri" et "local Galochkin" (Cf. [CD2]6) sont équivalentes pour
un k(x)-module différentiel régulier en 0 avec des exposants rationnels.

1 Définitions et rappels
Soit K un anneau commutatif muni d’une dérivation D et soit k l’anneau des constantes
de D. Un K-module différentiel M est un module libre de rang n sur K muni d’un

opérateur différentiel 6, c’est-à-dire d’un k-endomorphisme de M qui vérifie pour tout
élément a de K et tout vecteur m de M :

03B4(am) = a,b(m) + D(a)m.

Pour respecter la tradition des équations différentielles, nous dirons qu’il est représenté
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dans la base e ={ei } par la matrice G = (Gs~ ~ définie par :
n

~(e=) = ~ *

j=i

On notera alors : : G = ..
Soit maintenant F _{ f1} une autre base de M et soit Y = (Y~) E GL(n, K) la matrice
de changement de base définie par = E en posant Y[G] = Mat(03B4, F), on
trouve facilement :

Y[G] = YGY-1 + D(Y)Y-1.
On appellera solution dans K du module M toute application K-lineaire s de M

dans K telle que : s(~(m)) = D(s(m)); Vm E M c’est à dire :
n

= S(6(et)) _ ~ i = 1,2, ..., n.
;=i

Autrement dit, le vecteur (s(el), ..., s(en)) est solution du système différentiel:

DX = GX.

Inversement, étant donné un tel système différentiel (c’est à dire étant donné une
matrice G), on peut lui associer le K-module Kn où l’opérateur différentiel est défini
dans la base canonique {~} de K" par *.

Si L = D" + an-1Dn-1 + .. + ao E On lui associe le K-module différentiel
M = K[D]/ K[D].L. Ce module est libre de rang n, de base {1, D, ..., avec

03B4(Di) = Di+1 pour i = 0,1, .., n -1 et 03B4(Dn) = .. 
- aQ.

D’autre part, lorsque K est un corps de carK = 0, tout K-module différentiel M
de rang n, possède un vecteur cyclique c’est à dire un élément de M tel que la famille
{m, b(m), .., 6n-1 (rrt) } forme une base de M . (pour plus de détails voir [ De] ) . La donnée
de M correspond finalement à celle d’un opérateur ou d’un système différentiel.

1.1 Modules différentiels algébriques
Soient k un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique 0 et K = ~((~c))
le corps des séries formelles à coefficients dans k On sait que la clôture algébrique de
K est : U Km(où Km = et que la dérivation D = d dx de K s’etend d’une
manière unique sur U Km .

mEN. 

Si G est sous la forme : E Gsxs/m avec G1 ~ 0; Gs E k (resp. Gs E M(n, k)); on
posera : : ordzG = llm. ’

Définition 1.1 Soient M un K-module différentiel de rang n, E une base de M, et
G = Mat(03B4,~). On appelle rang de Poincaré-Katz de M le nombre :

rpko(M) = sup sup {min{--1, .

m~N* Y~GL(n,Km)
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Remarque: Par construction, le nombre rpk0(M) ne dépend pas de la base choisie,
de plus on a : rpko(M) = rpko(Km .J~t ).
Si rpko(M) _ -1 (resp. rpk0(M)  -I) on dira que ,M a une singularité régulière
(resp. irrégulière) en 0.
On dira qu’une matrice G de M(n, K) a une singularité régulière (resp, irrégulière) en
0, si le module associé a une singularité régulière (resp. irrégulière) en 0.

Proposition 1.1 [Ka]-[BV]
Soit M un K -module de rang n. Soit G E M(n, K) une matrice qui représente la
dérivation ~ dans une base de M .
1) S’il existé une matrice H E GL(n, Km) telle que a = ordxH[G]  -1 et (0)
soit n.on nilpotente alors rpk0(M) = a.
2)Il existe m E IN* et une matrice H E telle que :

or dxH[G] = rpko(M).
3)Si {m, ô(m), .., 03B4n-1(m)} est une base de M : â‘(m) + + .. + ao = 0,
alors :

rpk0(M) = inf{ord(ai), -1}.i 

Soit L = Dn + an-1Dn-1 + .. + ao E K[D]. on dit que L posséde une singularité
réguliére (resp. irrégulière) en 0 si

rpk0(L) = {ord(03B1i) n-i, -1} = -1

(resp. rpk0(L)  -1). D’autre part; on notera rpk,(L) (resp. rpk~(L)) le rang de
Poincare-Katz de l’opérateur obtenu à partir de L par le changement :
x ~ x -- 03B6 = z (resp. x - = z) en 0, autrement dit rpk, (L) (resp. rpk~(L))
caractérise la nature de la singularité de L en ~’ (resp. à l’infini). L peut s’ecrire sous
la forme : xnL = (xd dx)n+bn-1(xd dx)n-1 +..+ b0 E si rpko(L) = -1. Dans ce
cas le K-module K[D]/ K[D]L posséde une base dans laquelle ~ est représentée par
une matrice G de E M(n, xk~(x~~).

Décomposition de Krull-Turrittin:

Proposition 1.2 [Ba] et (RG~
Soit G une matrice de M(n, K), alors :
l)Si G a une singularité régulière en 0, il ex~iste une matrice Y E GL(n, K) et une
matrice C E M(n, k) telles que :

= I Cfl 
x

Ce qui revient à dire que Y exp(Clog(x)) est une solution formelle de l’équation différen-
tielle d (Z) = G(x)Z.
2)Si G a une singularité irrégulière en 0 telle que rpk0(G) = -l  --1, , il existe un en-

tier m diviseur de n! des matrices Y E GL(n, Km), C E M (n, k) triangulaire supérieur
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et des matrices C~; de M(n, k) diagonales commutant deux à deux et commutant avec
C tels que :

= Cr1xr1 + ... + Crqxrq -1-1 C’
rl = rpko(M)  ...  rq  -1 et mri E Z pour i =1, .., q. Autrement dit, la matrice
Y exp(Cr1 r1+1xr1+1 +... + Crq rq+1xrq+1 + C log x) est solution du système d Z = G(x)Z.

Soient m un entier naturel non nul, JI~ un K-module différentiel de rang n et G(x)
une matrice représentant ~ dans une base de .11~i, Posons Mm = Km le module
différentiel obtenu à partir de M par le changement de variables : x -- = z c’est
à dire le k((z))-module différentiel de rang n tel que la matrice mzm-1G(zm) représente
la dérivation d = dans une base de Mm-

Remarques 1.1
1)Si rpk0(M)  -1, ta proposition(1.2) montre que la dérivation d est représentée
dans une base de Mm par une matrice F = telle que :
F = mCr1 zsi + ... + mCrqzq + m1 zC avec Si = mri + m - 1 E E pour i = 1, .., q .
2)Si G E M(n, alors : 

_

a%il existe une matrice H E GL(n, K[x,1 x]) (transformation de Schearing) telle que les
valeurs propres de n’aient pas des différences dans Z*.
b)si F E M(n, est une autre matrice qui représente la dérivation d dx dans une
autre base de M, les matrices (xG)(0) et (xF)(0) auront les mêmes valeurs propres
modulo ~.

Définitions 1.1

1)Les valeurs propres de la matrice C de la proposition 1.2 seront appelées les ex~posants
de G.

2)La matrice Y de la même proposition sera appelée matrice de réduction.

1.2 Modules différentiels p-adiques
Soient Cp le complèté de la clôture algébrique de  pour la valeur absolue ultramétrique
|.| associée àp et 03A9p une extension de p compléte, algébriquement close, dont l’ensemble

des valeurs absolues est IR*+ et dont le corps résiduel est transcendant sur celui de’
p.
Définition : On dit que tr E est un point générique de valeur absolue r; (r E IR*+),
si |tr| = r et D-(tr,r) ~p = Ø.
Un tel point existe pour tout r E On appelle D- (tr, r) un disque générique.

Soient 0  rl  r2. On note H|r1,r2| l’anneau des éléments analytiques dans la
couronne r2~) = {x E S~p ~ rl  ~x~  r2} c’est à dire le complété pour la norme :
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de l’anneau des fractions rationnelles à coefficients dans p sans pôles dans C. C’est un
sous-anneau de l’anneau des fonctions analytiques dans C:

A|r1,r2| = {03A303B1ixi|ai~p et ~r ~|r1,r2|: lim 
~ 

~20142014~±00

Dans le cas d’un intervalle fermée on a = 

On note respectivements les corps des quotients des anneaux: H]r1,r2[
et A]r1,r2[. Pour chaque élément a de H]r1,r2[ il existe un polynôme P tel que
Pu 6 H]r1,r2[.
Pour tout r on définit une valeur absolue ( jf sur A]r1,r2[ en posant :

|f|r = |f(tr)|.

et une norme ~ ~r sur en posant : ~G~r = supij |Gij|r où

La dérivation d dx de p(x) se prolonge en une dérivation continue des anneaux H]r1,r2[,
et De plus on a, pour tout r et f l’inégalité

suivante :

1 ~n ~ IN*.

Remarques 1.2
1)Si f ]r1,r2], alors la fonction: log |f|e03C1 est continue, affine par morceaux sur
l’intervalle ] log r1, log r2[, et convexe si f A]r1,r2[.
2)Si f H]r1,r2[, alors la fonction: log |f|e03C1 est continue même aux extrémités.

(Cf. [CR]).

1.3 Rayon de convergence générique
La grande différence entre la théorie des équations difféntielles complexes et la théorie
des équations différentielles p-adiques est qu’une solution p-adique ne converge pas
jusqu’a la première singularité contrairement à une solution complexe. Ceci nous amène
à introduire le rayon de convergence des solutions au voisinage d’un point.
Soient A~ un ~~-module différentiel de rang n, G = et Gs = 
les matrices (Gs)s~0 sont alors liées par la formule de récurrence : :

Si t est un point générique de la couronne C, on vérifie aisément que la matrice :

~)=Êc~2014~~’~ 
-

est (l’unique) solution de l’équation différentielle : : d dxuG,t = GuG,t avec
= /. En particulier, si z est dans le disque de convergence de on aura :
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Par définition, la matrice UG,t est analytique dans le disque "ouvert" de centre tr et de
rayon lim inf 

Posons:

R(G, r) = inf( ~ Gs/s! ~-1/sr, r).
Soit maintenant Y = (x;) e GL(n, A]r1,r2[), alors :R(G, r) = R(Y[G], r); autrement
dit ce rayon ne dépend pas de la base dans laquelle on le calcule. Pour plus de détails
voir [CD].
Nous sommes amenés à définir le rayon de convergence de M au bord du disque
D(0, r~ ) en posant:

R(M, r) = min( ~Gs/s!~-1/sr, r) .

Remarques:
1)On dira que M est soluble en r si liminf R(M,p) = r.. 

p-r

2)Par le théorème de Lutz on a :R(M, r) > 0 pour tout r > 0.

Proposition 1.3
Soit M un A]r1, ,r2[-module.
l)Soit Mh le A]r1|h|,r2|h|[-module obtenu à partir de M par le changement:
z - zh = z, h ~p, alors pour tout r e]ri , r2[, R(Mh, r|h|) = R(M , r) ]h[ .
2)Soit Moo le A]r-12,r-11[-module obtenu à partir de M par 1e changement :
z - 1 /z = z, alors pour tout r e]ri, r2 [, = R(M,r)r-2.
3)Soit Mm le A]rm1,rm2[-module obtenu à partir de M par le changement :
z - = z, m e IN*, |m|p = 1 , alors pour tout r e]ri , r2[

- _ 
..

/ )Soit Ma le A]r1,r2[-module obtenu à partir de M par le changement:
z - z L a = z, a e OEp et |a|p  ri, alors R(Ma, r) = R(M, r) pour tout r e]ri , r2 [.
La démonstration de cette proposition est simple.
Remarque: Dans le cas où M est un H]r1,r2[-module, d’après le théorème ci-dessous,
l’egalité dans 4) de la proposition précédente reste valide même en ri .

On trouve dans les travaux de Christol-Dwork et E. Pons (Cf. [CD1] et [Po])les
propriétés essentielles du rayon de convergence générique qu’on peut résumer dans le
théorème ci-dessous:

Théorème 1.1
Soient 0  ri  r2 deux réels.

l)Soit M un A]r1,r2[-module, alors la fonction .. r F-+ log R(M, exp(r)) est définie
continue sur ] log ri , log r2[ et son graphe P]r1,r2[ est un polygone dont les côtés ont des
pentes mtionnelles à dénominateurs inférieurs ou égaux au rang de M . .
2)Si M est un A]r1,r2[-module, alors ce graphe est concave.
3)Si M est un H]r1,r2[-module, alors la fonction .°r F-+ log R(M, e;p(r)) est continue
sur [log r1, log r2] et son graphe est un polygone à un nombre fini de côtés.
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La propriété 2) de la proposition 1.3 montre que le théorème ci-dessus reste vrai même
dans le cas r2 ~ oo.

Soit Y E on note r(Y) le plus grand nombre réel positif r tel que
les coefficients de la matrice Y soient analytiques dans la couronne C(~U, Et si en

particulier Y E GL(n,p((x))), on appellera rayon de convergence de Y le nombre :
R(Y) = 

Remarques 1.3
Soient M un p(x)-module de rang n, G une matrice qui représente z dans une base
de M et Y E (m  n!) une matrice de réduction de G en 0(voir
proposition L 2 avec k = p), alors on a :
I) R(Y) > 0 Si les exposants de G sont des nombres algébriques (Cf. [Ba]).
2)R(Y) est indépendant de la matrice G, autrement dit si G’ est une autre matrice qui
représente d dx dans une autre base de M et Z une matrice de réduction associée à G’
en 0, alors R(Y) = R(Z) (Cf. [Ch],[RC]).

2 Comparaison entre R(YG) et R G,1 dans le cas
non soluble

Dans ce paragraphe nous donnerons une comparaison entre le rayon de convergence
d’une matrice de réduction d’un module M au voisinage d’un point singulier régulier
et le rayon de convergence générique de M en 1. Pour celà nous aurons besoin du

principe de transfert au voisinage d’un point singulier régulier..

Un élément de ~’p est appelé ’nombre de Liouville s’il existe un nombre r  1 pour
lequel l’inégalité : |03BB - n|p  se produit pour une infinité d’entier n de Z
Remarque : Tout élément algébrique sur o n’est pas un nombre de Liouville.

Théorème 2.1 principe de transfert[Ch]
Soit M un p(x)-module de dimension n. Soit G E M(n,p(x)) une matrice qui
représente la dérivation xd dx dans une base de M qui n’a pas de singularités dans le
disque D- (0, R) . . Supposons que les valeurs propres de G(0) soient dans IZp et leurs

différences ne soient pas des nombres de Liouville, alors il existe Y E GL(n,p[[x]])
telle que : Y[G] ~ G(0) et pour 0  r  R on a :

R(.M, r) = r ssi R(Y) > r.

Autrement dit, R(Y) = sup{0  r  R | R(.M, r) = r}.

Théorème 2.2 ( cas singulier régulier)
Soit M un p(x)-module de dimension n. Soit G une matrice de M(n,p(x)), n’ayant
pas de singutarités dans le disque D’(0,1), qui représente xd dx dans une base de M
telle que les exposants de G(0) soient dans p et leur différences ne soient pas des
nombres de Liouville. Soit Y E GL(n,p[[x]]) une matrice de réduction de G en 0 telle
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que R(Y)  1. . Soient 03B2 (resp. ,Q’) la plus grande pente différente de 1 (resp. la plus .

petite pente) du graphe P]0,1[, alors:
l)R(Y) > 
2) R(M,1) ~ R(Y)1-03B2’.
Démonstration: la condition : : R(Y)  1 entraine que le polygone 7jo,i[ posséde au
moins deux pentes. D’après les théorèmes 1.1 et 2.1, il existe des nombres réels : r~ , , Ci
et des nombres rationnels à dénominateurs dans [1, n] i = 1, ..., m tels que :

et Cm = R(M, 1)

et

R(M,r) = {
r si r ~]0,r0]

.r03B2i+1 Ci+1 si r ~[ri,ri+1 [; 0 ~ i  m.
La concavité de la fonction R(M, .) entraine que :

a~=~,n_...~1""’~1.
Par continuité de la fonction R(.Jt~, .) sur ]0, 1], on aura en tout point Ti (0  i  m) :

r03B2i-03B2i+1i Ci = Ci+1.

Donc d’une part, on a :

G~>G2>..>Gm=R(,~t,l).

Or : .

R(Y) = r03B210C1
d’où : 

R(Y) = R(G,1)’~’p . .
Et d’autre part, on a :

R(Y) = ro = r03B210C1
et

Ci+1 = r03B2i-03B2i+1iCi > R(Y)03B2i+1-03B2iCi pour i > 1.
En particulier : R(M, 1) = Cm > R(Y)1-03B2’.
corollaire 2.1
En particulier on a : R(Y) > R(M,1)n.
Démonstration:
- Si 03B2  0 alors par la concavité du graphe et le principe de transfert, on aura :
R(Y) = R(M, R(Y)) >_ R(M, 1) ~ R(M, 1)".
- Si 0  p  1 alors par définition : ~9  ~ et comme R(J~t,1)  1, alors :

R(Y) > R(.M,1)~ > R(M, I)".
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corollaire 2.2
Soit M un p(x)-module de dimension n. Soit G une matrice de

(r > 0), n’ayant pas de singularités dans le disque D-(0, r), qui représente
xd dx dans une base de M telle que les exposants de G(0) soient dans p et leurs
différences ne soient pas des nombres de Liouville. Soit Y E GL(n,p[[x]]) une matrice
de réduction de G en 0 telle que: R(Y)  r. Soient ~Q (resp. /3‘) la plus grande pente
différente de 1 (resp. la plus petite pente) du graphe alors :

> 

~) > 

la démonstraton se déduit du théorème précédent et de la proposition ( 1.3) .

3 Polygone de convergence
On suppose dorénavant que k est un corps de nombres. On notera S l’ensemble de
toutes les places finies v normalisées sur 1~. On note la valeur absolue d’une solu-
tion dans  de l’équation : xp-1 = -p où p est le seul nombre premier tel que:  1.

Si M est un k(x)-module différentiel alors, pour chaque place finie v de k, M
peut être considèré comme un p(x)-module (où |p|v  1). Les quantités : : Rv(M, .),
Rv(Y),Hv,]r1,r2[ et désigneront alors respectivement le rayon de convergence
générique, le rayon de convergence de la matrice de réduction Y, l’anneau des éléments
analytiques sur la couronne Cv(]r1, r2[) = {x E 03A9p | r1   r2} et le graphe de la
fonction r --~ log Rv(M, er) associés à la place finie v de k définies précédement pour
chaque p.

Dans ce paragraphe, nous montrerons que si M est un k(x)-module différentiel
alors, sauf pour un nombre fini de places finies de ~, les polygones de convergence de
M associés aux différentes places finies v de k ont la même première pente qui est
égale à Ensuite nous donnerons une minoration de la variation de la pente
du polygone de convergence d’un Hv,]r1,r2[-module au voisinage d’un point singulier fini
non nul. Ce qui nous permettra de prouver que l’ensemble des pentes des polygones
de convergence d’un k(x)-module associés aux différentes places finies v est fini.

Proposition 3.1
Soit M un k(x)-module de rang n associé au système différentiel d - 1 xC où C E
M(n, k) , alors pour toute place v E S il existe une constante 0  c"  1, dépendant
seulement des valeurs propres de la matrice C, telle que :

Rv(M,r) = rcv ; dr > 0

Proposition 3.2
Soit M un k(x)-module de rang n associé au système différentiel d - G où G =
Cs1xs1 + ... + Csqxsq + zC telle que : 
1) les Cs; sont des matrices carrées diagonales non nulles, à coefficients dans k, com-
mutant deux à deux et commutant avec la matrice C E M(n, k).
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2~sq...sl-1 ets;ELi-1,..,q.
Alors il existe un sous-ensemble So c S fini, tel que pour toute place finie v E S - So,
il existe 0  c"  1 tel que :

Rv(M, r) = inf{ {r-si |03C0|v~Csi~-1v}, rcv} ; ’dr > 0.

L’évaluation du rayon de convergence générique, dans les propositions 3.1 et 3.2, resulte
du calcul de rayon de convergence des opérateurs différentiels de la forme : ~x - ~ où
03B1 ~ *p et s ~ IN*:

Lemme 3.1 [Rq
Soient a E *p, s E IN* et r > 0. Alors

R(d dx - 03B1 xs, r) = ( si s > 1 et |s -1 ( -1
Dans tout le reste de ce travail, So désignera l’ensemble fini des places de la proposition
3.2.

Considèrons la matrice de réduction Y de la proposition 1.2, Comme pour tout
r  Rv(Y), le rayon de convergence générique Rv(M, r) peut être calculé à partir de
n’importe quelle base de M puisque le disque générique D" (tr, r) (où |tr|p = r; |p|v  1)
est contenu dans la couronne C (~0, R" (Y) ~). Nous pouvons donc choisir une base e de
,Nl telle que mat(d dx, e) soit une matrice canonique.
Les proposition 3.1, 3.2 et la propriété 3) de la proposition 1.3 permettent d’avoir:

corollaire 3.1

Soit M un k(x)-module de mng n.
1) Si rpk0(M) = --t  -1, alors il existe une matrice A E M(n,) et un sous-ensemble
S4 c 5’ fini de sorte que pour toute place finie v E S - So, il existe 0  Ev  Rv(Y)
tels que : .

Rv(M, r) = ~0  r  E,,.

2)Si rpko(M) = -l, alors pour toute place finie v, il existe 0  e"  Rv(Y) et une
constante 0  cv  1 tels que :

R"(.M, r) = rcv ; ’d0  r  ev.

Remarques 3.1 
’

1)Soit M un k(x)-module de rang n tel que rpko(M)  -1, alors, sauf pour un nombre
fini de places, il existe fil > 0 tel que l’on ait : = pour 0  r  E~.

2) Si M est un k(x)-module de rang n, alors pour toute place finie v E S - So, il existe

fil E R tel que :
d log Rv(M, ep) dp(p) = ; ~03C1  ~v.
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En particulier si .M n’a pas de singularités dans Cv(]0, r[) où v E s - So, alors:

d-logRv(M,e03C1) d0
(logr)~ rpk0(M).

dp 
( g ) _ p~O { )

3)Si M est un k(1 x)-module n’a pas de singularités dans Cv(]r,~[) de rang n où v E
S - So, on trouve: :

d+ log Rv(M,e03C1)(lo r > 2 r k~ ,NI
dp 

+ p ~ ( ).

La démonstration se déduit du théorème 1.1, de 2) proposition 1.3 et du corollaire 3.1.

Cette remarque nous permet de retrouver une forme affaiblie du théorème de Katz

[Ka]:
corollaire 3.2
Soit M un k(x)-modute tel que Rv(M,1) > |03C0|v pour presque toute les places finies v,
alors .M n’a que des singularités régulières.

Démonstration: Supposons que M ait une singularité irrégulière en 03B6 E . La proposï-
tion 1.3 permet de supposer que 03B6 = o. Soit S’ le sous-ensemble de S contenant toutes
les places finies v pour lesquelles toutes les singularités finies non nulle ont la valeur
absolue 1 avec Rv(M,r) = r1|03C0|v(l = pour r assez petit. Clairement S-S’

est fini. Soit maintenant v E S’’, M est alors un Hv,]0,1[-module. D’après la concavité
de la fonction: p H log ep~ sur l’intervalle J -- oo, Or et la remarque précédente
on aura: Rv(M,1) ~ |03C0|v, ce qui contredit les hypothéses.

Lemme 3.2

Soient p un nombre premier fixé et G E (o  E  ro) telle que toutes
tes singutarités de G, dans {x E 03A9p | r0 - E  |x|  ro + ~}, aient la valeur absolue ro.
Soit m te degré du polynôme unitaire minimal P(x) tel que P(x)G E M{n, H]r0-~,r0+~[).
Soit ,Q (resp. 03B2’) la plus petite pente du graphe P]r0-~,r0[ (resp. ta plus grande pente du

graphe P]r0,r0+~[), alors: :
1)Si R(G, ro)  ro, 03B2 >_ 03B2’ - m.

Autrement dit, si R( G, r0)  ro, alors:

d-log R(G, e03C1) d03C1 (log r 4) - 
d+ log R( G, e03C1) d03C1 (log r o) _ > --m.

Dans le cas où ro, le graphe P]r0-~,r0+~[ est concave.
Démonstration:!) Par construction de P on a :
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Comme R(G,r0)  ro, alors par continuité, il existe 0  E tel que:

R(G, r) = ~Gs/S!~-1/sr; b’r ~]r0 - Eo, ro ~-~~

Posons Fl - P(x)G1 - P(x)G et P(x)sGs ~s E N. Clairement Fs E
M(n, H]r0-~0,r0+~0[) pour tout entier s, Et comme l’enveloppe supérieure de fonctions
convexes est convexe, il en résulte que les fonctions:

p H log ~Fs~e03C1 = maxlog |(Fs)ij|e03C1

sont convexes sur] log(r0 - Eo), log(r0 + ~0)[. La fonction:

h {P) = (1 s log 
qui est limite supérieur de fonctions convexes est également convexe. D’autre part:

h(03C1) = 
mlogro + limsup (1 slog~Gs/S!~e03C1 si p  logro

p m03C1 + (1 slog~Gs/S!~e03C1 si p ~ log r0
8 00

c’est à dire
mlog r0 - log R(G, ep) si p ~ log r0h(p) = m - lo g R(G,e03C1) si 03C1 ~ logr0

et puisque
d- log R{G, ep) ( ) 

d+ log R(G, ep) 
( )

dp 
(P) et 

dp 
(p)

existent et sont finis en tout point de l’intervalle ] log(ro - ~0), log(r0 + E4) j, alors en
vertu de la convexité de Ia fonction h sur le même intervalle on aura:

d-h(03C1) d0(03C1) + d+h(03C1) d0(03C1) = d-logR(G,e03C1)d0(03C1) - d+logR(G,e03C1)d0(03C1) + m ~ 0
dp dp dp p 

-

pour tout p ~] log(ro - ~0), log(r0 + ~0)[ et en particulier en log ro. D’où 1).
2) Si R( G, ro) = ro, alors du fait que R( G, r) est toujours inferieur à r, il est clair qu’on
a: /~>1>,~1.
Théorème 3.1 Soit .M un k(x)-module de rang n, alors l’ensemble contenant tes

pentes des polygones de convergence de ,M associés aux différentes places finies v est
fini.

Démonstration: Soit G E M(n,k(x)) une matrice qui représente la dérivation d dx dans
une base de Nt. Soit v une place finie fixée dans S. Désignons par i = l, .., q
les valeurs absolues (associées à v) des singularités finies non nulles de G telles qué :
0  r2,"  ..  rQ,". Posons:
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et

03B2-1i,v = d-logRv(M,e03C1)d03C1 (log r i,v) et 03B2+i,v = d+ log Rv(M, ep) dp(log ri,v)

pour i = 1,...,q.
D’après le lemme précédent, on a : > pour ~=1,2,..., q.
Soit ~ une pente d’un côté du polygone donc par concavité sur chaque
intervalle on a d’une part : 

~ q

03B2j0  03B2+j,v  + 03A3mi,v  + 03A3mi,v
t=i =i

et d’autre part :

q q

03B2j0 ~ 03B2-j+1,v ~ 03B2+q,v - mi,v ~ 03B2+q,v - mi,v.
Comme l’entier

q

m = = inf{degP| P e k[x], PG 6 M(n,k[x])}
=i 

’

est indépendent de la place ~ alors :

/~-~~c~+~.
- Si maintenant ~ S - So, alors d’après la remarque 3.1 on a :  -rpko(M) et

> 2 + rpk~(M). D’OÙ : 
’

2 - m + rpk~(M)   m - rpko(M).

Or les pentes du polygone de convergence ~ sont rationnelles à dénominateurs dans
[l,~]; l’ensemble :

R ( 03B2v est une pente de Pv, v 6 S - S0}

est donc fini d’après la théorème 1.1. Et comme l’ensemble 5o est fini, il sera de même
pour: .

R |03B2v est une pente de Pv, v ~ S}.

Conséquence: en particulier si M n’a que 0 et oo comme singularités, alors toute
pente 03B2v de e S - S0} est comprise entre -rpko(M) et 2 + rpk~(M).
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4 G-modules et G-fonctions

Soit une suite de nombres algébriques vérifiant les conditions suivantes :
(G) ; il existe une constante C > 0 telle que pour tout s : :
(GI ) : les conjugués de as sont de valeurs absolues (archimédienne) inferieure à C9.
(G~) : : le dénominateur commun à ao, al, , as est de valeur absolue (archimédienne)
inferieure à C9. ’

Définition 4.1 Une fonction f, , solution d’un opérateur de k[x, d dx], est dite une G-

f onction si elle est de la f orme : : asxs, où les as vérifient les conditions précédentes.

Notons que les G-fonctions forment une [x]-sous-algèbre de stable par
dérivation.

Soit 03C6 E k(x)[d dx]. On dit que 03C6 est un G-opérateur s’il verifie la condition suivante
Rv(03C6,1) ~ 0 (Cf. [Al]V5.2).

Techniquement, il est parfois plus commode de travailler avec des modules différentiels
sur (~(x) plutôt qu’avec des opérateurs différentiels. Les définitions sont compatibles
au sens est G-module si et seulement si 03C6 l’est.

Si 03C6 est un G-opérateur, on aura : Rv(03C6,1) > pour toute place v au-dessus d’un
ensemble de nombres premiers de densité 1 . En vertu du théorème de Katz (~A1~~5.2),
~ n’a que des singularités régulières à exposants rationnels.

Théorème 4.1 (Chudnovsk:y) [A1]
Soit f E [[x]] une G-fonction, et soit 03C6 E k(x)[d dx] un opérateur non nul d’ordre
minimal tel que ~ f ~ 0. Alors ~ est un G-opérateur.

Lemme 4.1
Soit M un k(x)-modnle de rang n, et soit N le k(x)-module obtenu à partir de M par
un des changements figurant dans la proposition 1.9, alors : :

Rv(M, 1) = Rv(N, 1)

sauf pour un nombre fini de places finies v.

La démonstration est une conséquence immédiate de la proposition 1.3 et la remarque
qui la suit.

Théorème 4.2
Soit M un G-module de rang n. Soit Y E GL(n,[[x]]) -une matrice de réduction de
,M en Ç Alors pour tout sous-ensemble non vide C S on a :
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Démonstration : D’une part, on sait que les G-modules sont stables par des change-
ments rationnels de la variable ~( lemme 4.1), donc on peut supposer que ~’ = 0.
D’autre part, soit T l’ensemble des v E S’ tel que toutes les éventuelles singularités
non nulles Ç de M vérifient |03B6|03BD =1 et tous les exposants sont dans où |p|v  1.

D’ou nécessairement S’ - T est fini. Notons Si le sous ensemble de T tel que l’on a
pour chaque v E Si > 1 de telle sorte que M est un Hv]0,1[-module pour toute
v E T - Sl. D’après le corollaire (2.1) on a :

Rv(Y) > Rv(Y) ~  Rv(M,1)n ~  Rv(M,1)n ~ 0

car Rv(.M,1)  1 . Et comme S’ - T est fini et Rv(Y) > 0 pour tout v E S alors :
03A0. Rv(Y) # 0.v~s

En particulier, si on note S’ I’ensemble de toutes les places v E S telles que
Rv (Y)  1, on obtiendra : il inf(RI/{Y)’ 1) = il 

‘ Rv(Y) ~ 0.03BD~S 03BD~S’

corollaire 4.1

1)Soit S’ un sous-ensemble de S, alors si f est une G-fonction, on aura :
II, , rv(f) T’ 0.

2)Soit Y E GL(n,[[x]]) telle que les coefficients de Y et Y’1 soient des G-fonctions,
alors : il Rv(Y) ~ o.

vES

Démonstration : 1)se déduit des théorèmes 4.1 et 4.2
2)-a) Posons : rv(Y) = inf rv(Yij), alors jj rv(Y) fl 0 pour tout S’ c S.,j vES

En effet, si on munit l’ensemble ~I, nj x (1, n~ de l’ordre lexicographique > et si on pose
S1,1 = {v E S’ j rv(Y) = rv(Y11)} et pour (i,j) ~ (1, 1): 

_

; Sij = {v E S‘ -  03A3u,v |rv(Y) = },

la famille formera une partition de S’. D’où :

11 11 il 11 rv(Yi,j).

Or, d’après 1), on a 
, 

~ 0 ~i,j E [1, n]. Par suite 03A0, rv(Y) # 0.
wes;j 

’ 

vES

Et par la même démarche, on montre que : il ~ 0.
03BD~S’

- b)Si on note S’ l’ensemble de toutes les places v E S telles que :
rv(Y) > on obtiendra à partir de a) :
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Théorème 4.3
Soit M un k(x)[d dx]-module de rang n, ayant 0 comme singularité régulière à exposants
rationnels. Soit Y E une matrice de réduction de M en o. Si

vES

alors M est un G-module..

Démonstration : soit T le sous-ensemble de toutes les places v E S pour lesquelles,
toutes les éventuelles singularités finies non nuls de M sont de valeurs absolues (as-
sociées à v) l, tous les exposants en 0 sont dans ~~ avec  1. Nécessairement S - T
est fini. Désignons par Si le sous-ensemble de toutes les places v E ~’ pour lesquelles :
Rv(Y) > 1 et par 03B2 la borne inférieure de l’ensemble fini des pentes des polygones de
convergence de M associées aux différentes places de S (théorème 3.1). ~I est alors
un Hv,]0,1[-module pour toute place v E T - Si. D’après le théorème (2.2), on aura :

fl Rv(M 1) = fl Rv(M, 1) > fl ~ 0

car par le principe de transfert on a : = 1 tlv E Sl. Et comme S - Test
fini et Ru (,I~,1 ) > 0 pour tout v E S alors : il fl 0, Par suite M est un

vES
G-module. -

Remarques 4.1
1~ Les théorèmes ,~.1 et ,~.~ montrent que les conditions "Bombieri" (B) et "local 

~

Bombieri" (LB) (Cf. [CD2]6) sont équivatentes en un point singulier régulier à ex-
posants rationnels.
2) Le corollaire montre que la condition "local Galochkin" (LG) entmine (LB)(Cf.
[CD,~]) 6.
9) Une consequence importante de ce travail est de donner une caractérisation p-adique
des E-opérateurs. On montrera notamment dans [MR] une version d’une conjecture
d’Yves André(Cf. [A2]).
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